Christian von Liicken Martinez,
Benjamin Baran Cegla

Reporte técnico del estado del

arte sobre algoritmos evolutivos
basados en descomposicion para
problemas con muchos objetivos

Desde los algoritmos genéticos a la
optimizacion con muchos objetivos

6 de Diciembre 2020

Facultad Politécnica - Universidad Nacional de Asuncion
(FP-UNA)
Consejo Nacional de Ciencias y Tecnologia (CONACYT)






Prefacio

Este trabajo tiene como objetivo presentar el estado del arte de algoritmos evolu-
tivos basados en descomposicién para problemas con muchos objetivos. En este
contexto, se presenta en un uUnico material el desarrollo de los Algoritmos Evo-
lutivos Multiobjetivo (Multi-objective Evolutionary Algorithms- desde los
primeros métodos aparecidos en la década de los 90s hasta los algoritmos para lidiar
con problemas con muchos objetivos de optimizacion (many-objective optimization
problems (MaOP)) de la actualidad considerando especialmente a los métodos basa-
dos en descomposicién. Ademds de servir como una actualizacién de referencia el
trabajo busca reflejar algunas areas de investigacion futura en el drea y que pueden
considerarse de relevancia.

El material consiste de 5 capitulos. El contenido de estos proviene, principal-
mente, de trabajos previos de los autores [von03| ivon16| vLBB 14, [vLLBB19], clases
impartidas a nivel de grado y postgrado asi como abundante bibliografia reflejando
los temas de investigacion mds recientes. En algunos capitulos se mantiene la estruc-
tura original de los trabajos previos, enriquecido con nuevas referencias, graficos,
tablas y apuntes relevantes. Ademds, el contenido ha sido integrado, actualizado y
revisado con el fin de ser utilizado como material base para un libro de texto que
pueda ser utilizado en préximos cursos asi como servir de guia para el inicio de
la investigacién en el drea. Cabe destacar que, de acuerdo a lo mejor de nuestro
conocimiento, el presente trabajo es el primero en desarrollar de manera completa
el desarrollo de los algoritmos evolutivos multi-objetivo hasta los métodos basados
en descomposicion. Ademds, como un valor agregado, al encontrarse en espafiol
una version revisada del presente trabajo podra acercar el drea al piblico de habla
hispana.

El Capitulo 1 presenta una revision histdrica general de los algoritmos multiob-
jetivo. El capitulo inicia describiendo el drea de investigacion donde se ubican los
algoritmos evolutivos, luego se presentan los principales operadores, y el teorema de
esquemas (una explicacién sobre el funcionamiento de los Algoritmos Genéticos).
Luego, se presentan brevemente otros operadores para luego explicar los aspectos
claves de la introduccién de los algoritmos evolutivos y las diversas generaciones de
los mismos.
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En el Capitulo 2 se formalizan los principios de optimizacién con objetivos
miiltiples en el contexto de los algoritmos evolutivos, particularmente la definicion
de optimalidad de Pareto, la nocién de 6ptimo cominmente aceptada en problemas
que consideran varios criterios de manera simultdnea. As{ mismo, se describe el
modelo general del proceso de solucién utilizado con problemas de optimizacién
multi-objetivo. Por dltimo, basados en [vLBB14] se presenta el tema de la influencia
de la existencia de muchos objetivos a ser considerados de manera simultdnea en la
resolucién de problemas utilizando algoritmos evolutivos, asi como el problema de
visualizacién.

El Capitulo 3 presenta los algoritmos Evolutivos para objetivos multiples que cor-
responden a la primera y segunda generacion y que han sido evaluados por el autor en
[von03]. Luego, en el Capitulo 4se introducen los algoritmos de tercera generacién
desarrollados para resolver problemas con muchos objetivos. El contenido de este
capitulo esta basado en [vLBB14 von16] con modificaciones menores. El objetivo
de estos capitulos es brindar un marco de completitud al material presentado.

El Capitulo [5|reporta de manera especifica los algoritmos basados en descompo-
sicion, los avances y las posibilidades de investigacién que derivan de ellos. Estos al-
goritmos han recibido especial atencidn por parte de la comunidad de investigadores
en los dltimos afios [OEBY?20] y, por lo tanto, este capitulo ha sido especialmente
dedicado a estos. Se presentan aqui varios algoritmos que caen en esta categoria
y que han sido desarrollados y estudiados con especial énfasis en los tltimos afios
[HugO3| [ZLO7, [LGZ14, IDJ14a, [CJOS16]. Ademds, se discute brevemente algunas
alternativas de trabajo futuro.

Este trabajo fue preparado en el marco del proyecto de investigacién PINV18-949
del CONACYT y la FPUNA.

Diciembre 2020, Christian Daniel von Liicken
Benjamin Bardn
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Capitulo 1

De los algoritmos genéticos a los algoritmos
evolutivos para problemas con muchos objetivos

Uno de los temas de mayor actualidad en el 4rea de la la inteligencia artificial
(Artificial Intelligence - [Al) busca responder a la pregunta sobre como construir
sistemas dotados de un comportamiento inteligente, que sean capaces de obtener
soluciones 6ptimas para una amplia gama de problemas a partir de una descripcion
de alto nivel de los mismos. Para dar respuesta a esta pregunta, una de las ramas de la
Al trata con la resolucion de problemas utilizando como técnica basica la exploracién
de un gran nimero de posibilidades en la bisqueda de soluciones. La importancia
de la bisqueda para la Al radica en que muchos problemas del mundo real que
implican esfuerzo intelectual pueden plantearse en forma directa como problemas
de busqueda.

Para poder construir las cajas negras capaces de solucionar una amplia gama de
problemas de manera robusta, es deseable contar con algoritmos que requieran un
minimo de informacién acerca del espacio de bisqueda explorado. Debido a que la
informacion sobre el dominio del problema con que estos pueden contar es débil, en
el sentido de ser incompleta, parcial, inexacta o con cierto grado de incertidumbre,
a los algoritmos desarrollados para tratarlos se los agrupa en el drea conocida como
computacion blanda o Soft Computing (SC).

Como se sefiala en [Ray13], el término soft computing fue acufiado por Lotfi A.
Zadeh a comienzo de los noventas en contraposicioén a la computacién dura donde
el objetivo principal es la precision, la certeza y el rigor. La computacién blanda, en
cambio, se basa en la premisa que la precision y la certeza tienen un alto costo y que,
en la medida de lo posible, el cdlculo, el razonamiento y la toma de decisiones deben
aprovechar la tolerancia a la imprecisién y la incertidumbre que existe en un gran
nimero de problemas reales en la ciencia e ingenieria. De esta forma, estas técnicas
pueden ser de gran utilidad en aplicaciones del mundo real donde una solucién donde
obtener una solucién 6ptima no es viable mientras que una sub-6ptima es suficiente.

Los métodos débiles tienen en general la dificultad que, para muchos proble-
mas, el espacio de busqueda crece exponencialmente con respecto al tamafio de
la instancia considerada, siendo impractico examinar las distintas posibilidades sin
incorporar informacién adicional. En estos casos, es deseable la utilizacién de méto-
dos que ademds de precisar poco conocimiento a priori, sean capaces de generar por
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sf mismos la informacién adicional que permita orientar el proceso de exploracién
a fin de comportarse de forma eficiente en espacios de busqueda complejos y de
alta dimensionalidad. Para abordar esta problemadtica, durante afios, se ha estado
investigando la manera en la que se desarrollan los procesos naturales y el com-
portamiento de los seres vivos. En base a estas investigaciones se propusieron una
serie de técnicas que en su conjunto se conocen como computacién bio-inspirada o
computacion inspirada en la naturaleza.

Entre los algoritmos bio-inspirados se encuentran los que se conocen como basa-
dos en poblacidén, los cuales trabajan con un conjunto de soluciones e intentan
encontrar soluciones por medio de la mejora iterativa de este conjunto de solu-
ciones. De acuerdo a la naturaleza del fendmeno simulado por el algoritmo, los
algoritmos de optimizacion basados en poblacién pueden clasificarse en dos grupos
principales: los algoritmos evolutivos (Evolutionary Algorithms (EA) y los algorit-
mos de inteligencia de enjambre (Swarm Intelligence) [KB0O7]. Una visién general
de las diferentes técnicas y aplicaciones de la computacién inspirada en la naturaleza
se encuentra en [MDL19].

La inteligencia de enjambre intenta modelar la poblacion de agentes que interac-
tdan entre si con la capacidad de auto-organizarse. Entre las técnicas de inteligencia
de enjambre mas representativas estan:

* La optimizacién por colonia de hormigas ( Ants Colony Optimization - [ACO])
[DMC96]], que simula el proceso natural que utilizan las hormigas para construir
el camino desde el nido hasta el alimento.

* Las colonias de abejas artificiales ( Artificial Bees Colony -[ABC|) [KBO7|]: que
simulan la danza de las abejas para indicar a otras la ubicacion del alimento.

* La optimizacién por enjambre de particulas ( Particle swarm optimization -[PSO|
) de Eberhart y Kennedy [KE93]| que simula el comportamiento de bandadas de
aves o cardumenes de peces en su desplazamiento hacia un destino.

Los algoritmos evolutivos son métodos basados en poblaciones que simulan el
proceso de la evolucién natural para encontrar soluciones y, siendo el tema principal
del presente trabajo, se describen en la siguiente seccion.

1.1 Algoritmos evolutivos

Los algoritmos evolutivos consideran la metédfora de la evolucién como una bisqueda
que opera sobre una poblacién para encontrar, en el conjunto de secuencias de
genes, aquellas que correspondan a los mejores individuos de forma a propagar
estas caracteristicas en las futuras generaciones. Esta bisqueda es robusta, puesto
que permite localizar en un espacio de posibles soluciones enorme y cambiante, de
forma eficaz y eficiente, a aquellos individuos que mejor se adapten al medio. Las
especies evolucionan por medio de la seleccidn natural, esto es, la conservacion de
las diferencias y variaciones individualmente favorables y la posible destruccion de
las que son perjudiciales.
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En la naturaleza, los individuos que posean algtin tipo de ventaja evolutiva sobre
otros tienen tendrdn mds probabilidades de sobrevivir y procrear su especie. Los
hijos son semejantes a sus padres, por lo que cada nueva generacion tiene individuos
semejantes a los mejores individuos de la generacién anterior. De esta forma, las
caracteristicas genéticas individuales que resulten positivas se propagan en el tiempo,
mientras que las perjudiciales se van perdiendo. Ademads, se producen mutaciones
al azar de manera ocasional. Estas mutaciones pueden introducir caracteristicas
mejoradas, las cuales serdn propagadas a las futuras generaciones. Por el contrario,
las caracteristicas negativas introducidas por la mutacién tenderdn a desaparecer
pues conducen a individuos pobremente adaptados. Cuando las modificaciones del
ambiente son relativamente menores, esto permite a las especies ir evolucionando
gradualmente con éste; sin embargo, es muy probable que la existencia de un cambio
subito de ambiente provoque la desaparicion de especies enteras y el nacimiento de
otras nuevas, capaces de sobrevivir en el nuevo entorno.

Entonces, los algoritmos evolutivos son algoritmos de buisqueda y optimizacién
que basados en los mecanismos esenciales de la evoluciéon Darwiniana, intentan
reproducir las caracteristicas de robustez y simplicidad existentes en la naturaleza
para evolucionar hacia mejores soluciones en problemas computacionales [Gol89].

Los algoritmos evolutivos se caracterizan por trabajar con un conjunto de solu-
ciones candidatas del problema que se intenta resolver. Estas soluciones representan
individuos y el conjunto de ellos a una poblacién. Como sabemos, en los entornos
naturales, la informacion relativa a las caracteristicas de los individuos viene dada
en cadenas de genes llamados cromosomas. Los genes son responsables de la carga
hereditaria. Por ello, para la realizacion de buisquedas utilizando algoritmos evolu-
tivos, se requiere la codificacién de las soluciones representando a las cadenas de
genes o cromosomas (representacion genética) y la aplicacién ciclica y secuencial
de un conjunto de operadores que imitan los procedimientos basicos de la evolucién
darwiniana a un conjunto de soluciones.

Los operadores evolutivos basicos son la asignacion de aptitud (fitness), la selec-
cién, la recombinacién o cruzamiento, y la mutacién. La aplicacion de estos opera-
dores de forma iterativa permite que las caracteristicas de las mejores soluciones,
también llamadas individuos, se propaguen durante la ejecucién de un algoritmo
evolutivo (Evolutionary Algorithm - [EA). Al conjunto de individuos se lo conoce
como poblacion. La Figura[I.T|muestra el flujo tipico de un EA bisico.

Las primeras ideas de buisquedas genéticas o evolutivas aparecieron a principios
de los 50°s como una curiosidad cientifica. El primero en establecer una relacién
entre inteligencia de maquina y la bisqueda fue Allan Turing cuando a fines de
la década del 40 identificé varios enfoques que podrian ser utilizados para crear
programas inteligentes a partir de buisquedas [Tur95]. Los paradigmas principales
de los algoritmos evolutivos se establecieron en la década de los 60s: los Algorit-
mos Genéticos (Genetic Algorithm - [Bre62! [Hol62| [Hol75]], las Estrategias de
Evolucion (Evolution Strategies - [ES) [Rec65| [Sch65] y la Programacién Evolu-
tiva (Evolution Programming - [Fog62]]. Aunque cada uno de estos tiene sus
caracterfisticas particulares como la representacion o los operadores que utilizan, en
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Initialize the evolutionary
population Pop

Assign fitness value to
individuals in Pop

v

Select individuals from
Popaccording to fitness

'

Crossover

:

Mutation

Stop criterion
is meet?

Store better solutions

Fig. 1.1 Flujo de un Algoritmo Evolutivo (EA) Bésico.

la actualidad existen un gran nimero de algoritmos evolutivos que las combinan,
siendo difuso el limite entre éstos.

Los algoritmos genéticos pueden considerarse como los|Evolutionary Algorithm|
[(EA)]que han recibido mayor atencién de la comunidad cientifica, por ello en algunos
casos se utiliza el término algoritmo genético como sindnimo de algoritmo evolutivo
existiendo un gran nimero de aplicaciones en las que se utilizan estos algoritmos
en sus diversas variantes. Algunos ejemplos de estas aplicaciones son el disefio
industrial [SGCGG19] asi como las aplicaciones de ingenieria [SK20], entre otros.
Los algoritmos genéticos enfatizan el operador de cruzamiento como el operador
de bisqueda mds importante y aplican la mutacién con una pequefia probabilidad
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como un operador de segundo plano. Ademds, en estos algoritmos se utiliza un
operador de seleccién probabilistico. Los primeros algoritmos genéticos utilizaban
la codificacién de las soluciones como cadenas de nimeros binarios aunque hoy
pueden encontrarse representaciones muy diversas.

1.2 Codificacion y funcion de adaptacion

En general, para resolver un problema utilizando una computadora, primeramente
buscamos la secuencia de pasos que deben ejecutarse para resolverlo (el algoritmo).
Luego, utilizando algin lenguaje de programacion, se codifica esta secuencia de
pasos en un conjunto de instrucciones que se han de ejecutar. Cuando se trabaja
con algoritmos evolutivos, sin embargo, la preocupacién principal no es acerca
de qué pasos conducirdn a la solucién del problema sino mds bien en la manera
de representar las soluciones. Es el algoritmo evolutivo el que se encargard de
evolucionar la solucidn. Asi, la computacién evolutiva representa un cambio radical
con respecto a la manera tradicional de enfrentar los problemas computacionales
[FogO6|.

Cuando se utilizan las técnicas de computacién evolutiva, las posibles soluciones
son codificadas de manera tal que cada una de las variables del problema de opti-
mizacién pueda ser vista como un gen o un conjunto de genes, de forma que en su
totalidad represente a los cromosomas. Los pardmetros del problema se codifican
ya sea como una cadena de nimeros binarios [Gol89]], niimeros reales [SMOOI],
letras del alfabeto, listas, etc. Ademads, se pueden combinar diferentes tipos de re-
presentaciones ya que cada pardmetro puede tener una codificacién independiente
de acuerdo a la conveniencia especifica de cada problema. Una descripcién sobre
diferentes posibilidades de representacion utilizando algoritmos genéticos y evolu-
tivos se encuentra en [Rot06]. En analogia con la naturaleza, cada pardmetro del
problema codificado representa un gen y considerados en conjunto, forman una
cadena de genes o cromosoma. Los elementos en el conjunto de pardmetros son
denominados usualmente genotipos, mientras que los elementos en el espacio obje-
tivo suelen denominarse fenotipos. Las definiciones|I.T]al[I.5]formalizan estas ideas
[BEM97, [von03]].

Definicion 1.1 Codificacion: Sea S un espacio de busqueda, i.e. una coleccién de
objetos sobre el cual se realizard la bisqueda. Sean A, Ay, . . . , A, conjuntos finitos
arbitrarios y sea:

f=ﬂ1 Xﬂz,...,)(ﬂn

Finalmente sea
g: 7 -8

una funcién que mapea vectores en 7 a soluciones en el espacio de busqueda. Se dice
queelpar (7,9 : I — 8S) es una codificacion o representacion de S. El conjunto 1
es denominado espacio de codificacidn, la funcién g es llamada la funcién de mapeo.
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Entonces, n es el nimero de variables utilizadas para mapear una solucién de S en
I. O

Definicion 1.2 Alelo: Los conjuntos Aj, i € {1,...,n}, a partir de los cuales se
compone J en la definicién es llamado el conjunto de alelos y sus miembros
alelos.

Definicion 1.3 Cromosoma: Sea la codificacion (7,9 : I — S), los miembros
de 7 son llamados cromosomas y menos cominmente genomas o genotipos. Un
cromosoma x € 7 puede ser escrito como:

(xl,x2,...,xn) e Ay x Ay, ..., X, Ay

0 como una cadena x(x, . ..Xx,.

Definicion 1.4 Gen: Los componentes x; de X, cuando se tratan como variables,
son conocidos como genes, tal que el i-ésimo gen toma sus valores del conjunto de
alelos A;.

Definicion 1.5 Locus: La posicién i de un gen en el cromosoma es conocida como
su locus. O

Como ejemplo, considerando el espacio de bisqueda S = {0,1,2,...,9} y un
espacio de representacion 7 = A; X Ay, donde A; = {0, 1} y A, ={0,1,2,3,4}.
Una funcién de mapeo g : 7 — S puede definirse adecuadamente como:

9(x1,x2) =5-x1 +x2

donde x; toma sus valores del conjunto de alelos A; y x; toma sus valores del con-
junto de alelos A,. Entonces, para la codificacién (7,9 : 7 — §), un cromosoma
X = x1x2 = 13 en 7 representa a la solucién 8 € S. Ademads, se dice que el gen con
locus 1 (x1), tiene como valor el alelo 1 y el gen con locus 2 tiene como valor el
alelo 3 [BEM97].

En muchas representaciones, todos los genes tienen la misma cardinalidad y
comparten un mismo conjunto de alelos. En la mayoria de las aplicaciones de GAs,
las variables de decisién son codificadas utilizando representaciones binarias, en
las cuales todos los genes tienen los alelos 0 o 1. Esto es, A; = {0, 1} para todo
ie{l,...,n}.

La representacion binaria es adecuada para los problemas llamados problemas de
optimizacién combinatoria seudo-Boléanos de la forma f : {0, 1} — R. En éstos
problemas, el espacio de bisqueda ({0, 1}") puede ser representado en forma directa
por cadenas binarias de longitud / = n. Es decir, para este caso se tiene S = 1.
Algunos ejemplos de tales problemas son el problema del conjunto independiente
maximo en grafos [KB94] o el problema de la mochila [KBH94], los cuales pueden
ser representados por vectores binarios simplemente incluyendo (o excluyendo) un
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vértice o item i en (de) una solucién candidata cuando la entrada correspondiente se
hace xj = 1 (x; = 0).

La representacion binaria también ha sido muy utilizada en el caso de problemas
f S — Rdonde el espacio de biisqueda S es fundamentalmente distinto del espacio
vectorial binario {0, 1}!. Los mecanismos para codificar y decodificar entre los dos
espacios diferentes {0, 1}/ y R” restringen el espacio continuo a intervalos finitos
[u;; vi] para cada variable x; € R, dividiendo el vector binario de tamafio / en n
segmentos. Por lo general estos segmentos tienen igual longitud /., tal que [ = n - .
Siendo g el valor (0 o 1) especifico en la posicion j de la cadena binaria, entonces, se
interpreta el subsegmento (a(i-1).;.+1,- -, ai.7,)(i = 1,...,n) como la codificacion
binaria de la variable x;. Entonces, la decodificacion del i-ésimo gen representado en
forma binaria con una subcadena de tamaiio /; = [ se realiza de acuerdo a la funcién
de decodificacién binaria I' : {0, 1}’ — [u;; vi], donde [BEM97]:

L1
. Vi — U; .
M(ait,....ap,) =ui+ ﬁ( E ai.(1,-2) (1.1)
=0

Por ejemplo, una variable real x¢ en el rango [0.5 ; 16] puede ser codificada
en cadenas de 5 bits. Entonces, utilizando la ecuacién las cadenas (00000)
y (11111) representan los valores reales 0.5 y 16 respectivamente, mientras que

cualquiera de las otras 30 cadenas posibles representan una solucién en el intervalo
(0.5; 16):

' (00000) = 0.5 + 1;5—_01.5 .0=0.5
' (00001) = 0.5 + 155__01'5 S(1-2%=1.0
r'(00010) = 0.5 + 155__01'5 (1-2'40-2% =15
r%ooon):o.n%-(1~21+1-2°)=2.0
r'(11111) = 0.5+ 16205 41 _ 160

25 -1

Luego de definir la codificacion, cuando se diseia un AE se debe establecer la
forma en la cual, una vez evaluada esta solucion, se relacionard el valor del objetivo
(o los objetivos) con el valor de adaptacion del individuo respecto a la poblacién.
Idealmente, a partir de un cromosoma dado la funcién de adaptacion debe retornar
un valor proporcional a la utilidad de la solucién representada por tal cromosoma.
Es decir, cuanto mejor es la solucién representada por un cromosoma, mejor debe
ser su valor de adaptabilidad. La forma de calcular este valor de adaptacién debe ser,
idealmente, independiente del problema considerado. Basicamente, dado cualquier
par de elementos a y b en el espacio de codificacion representando soluciones en
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el espacio de busqueda, la funcién de adaptacion debe asignar un valor mayor a
a respecto al asignado a b cuando a es una mejor solucién que b. Para ciertos
problemas, es facil determinar que funcién de adaptacion deberia ser utilizada; sin
embargo, este no es el caso de todos los problemas practicos.

La funcién de adaptacion se puede definir formalmente como:

Definicion 1.6 Funcion de adaptacion: Sea el espacio de busqueda S y sea la
codificacién (Z,g : 7 — 8). Entonces, una funcién de adaptacién es cualquier
funcién

f:7 >R (1.2)

tal que, cumpla con la propiedad que
Vx,x" € T, f(x) > f(x), si g(x) se considera mejor que g(x’) en S (1.3)

Es decir, dado cualquier par de cromosomas X, X, al evaluar la funcién de adaptabil-
idad (en inglés fitness) sobre estos, si X es una mejor solucién al problema que x’, el
valor de adaptacion de x serd mejor que el de x’.

A partir de una codificacion dada, podemos definir individuo y poblacién de
manera formal como:

Definicion 1.7 Individuo: Seala codificacion (7,9 : 7 — S),y sea el cromosoma
x € I, se utiliza el término individuo para referenciar una estructura de datos
compuesta por un cromosoma y otras propiedades, como por ejemplo su valor de
adaptabilidad f. O

Definicion 1.8 Poblacion: Una poblacion es una estructura de datos que representa
un grupo de individuos. Generalmente se representa a una poblacién por medio de
un vector de individuos.

Para continuar, resulta conveniente introducir algunas notaciones. El conjunto de
soluciones o poblacién utilizado por los [EAk para simular el proceso evolutivo en
este trabajo se representa con la letra P. Como se verd posteriormente, esta poblacion
cambia, generacion a generacién, conforme el proceso simulado de evolucién avanza.
Para representar esto se denota como P(f) a una poblacion P en una generacion
particular ¢. Por simplicidad, esta notacion se utilizard sélo cuando es preciso sefialar
el niimero ¢ de generaciones transcurrido desde el inicio de la ejecucién del algoritmo.
En otros casos, se utilizard sélo P. A un individuo que se encuentra en una posicion
cualquiera i de la poblacién P(¢) se le representa, de acuerdo a la conveniencia, ya
bien utilizando un subindice como P; (¢) o utilizando la notacién P[i](¢). Igualmente,
se utiliza s6lo P; o P[i] cuando no resulta necesario indicar el nimero de generacion.
Las propiedades de los individuos varfan de acuerdo al algoritmo y la representacién
considerada. Como un ejemplo de la notacion utilizada, el valor de adaptacién de
un individuo se representa con el subindice fitness. Asi, el valor de adaptacion del
individuo en la posicién i de la poblacién P, puede representarse como: P,
0 més convenientemente como P[i] finess; Mientras que el respectivo cromosoma
como: Pi]cnrom- El tamafio de una poblacion genética P se representa con N.
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1.3 Operadores evolutivos basicos

La literatura reporta varios operadores de selecciéon como la selecciéon de muestreo
uniforme, por torneo, clasificaciéon o estocdstico [Sail7, ISPM15]. Se reportan,
ademds, varias opciones para el cruzamiento como el cruce de un punto, dos puntos,
uniforme [PGI16} [US135] IKSR*20l [KY17]. Igualmente, existen diferentes operado-
res de mutacién como de uno o mas puntos, de rotacién, etc. [LSS*17, [KSR*20].
Estos operadores estan relacionados generalmente al tipo de codificacién de las solu-
ciones o bien estdn desarrollados para la resolucién de cierto problema o conjunto
de problemas especificos .

Aln teniendo en cuenta la existencia de multiples alternativas de operadores, se
puede considerar al método de asignacién de valor de aptitud como el elemento
diferenciador mds importante entre los diferentes algoritmos evolutivos que han sido
desarrollados. Los primeros algoritmos evolutivos fueron desarrollados para resolver
problemas con un tnico objetivo (mono-objetivo). En estos problemas el espacio
de biisqueda se encuentra ordenado por lo que es posible comparar las soluciones a
partir del valor de la funcién objetivo y determinar que una solucién es mejor que
otra. Resulta relativamente simple transformar este valor de la funcién objetivo en
una medida del desempefio y utilizar esto como valor de aptitud.

Los individuos en las poblaciones intercambian informacién por medio de ope-
radores evolutivos. Existen tres operadores genéticos principales: seleccion, cruza-
miento y mutacién. Las siguientes secciones explican en forma breve cada uno de
ellos.

1.3.1 Seleccion

La seleccién es un proceso por medio del cual los individuos son escogidos de la
poblacién de acuerdo al valor de su funcién de adaptacion para someterse a la accién
futura de otros operadores. Entre los métodos de seleccién mds utilizados estdn la
seleccion via ruleta (roulette-whell selection) y la seleccién por torneo (tournament
selection) [[Gol89].

El procedimiento de seleccién por medio de ruleta es la estrategia de seleccion
mds simple. Este procedimiento se muestra en el Algoritmo [T} En la seleccion por
ruleta, la probabilidad de que un individuo sea seleccionado se calcula en forma
directa a partir del valor de adaptacion del individuo. Bdsicamente consiste en la
construccién de una ruleta donde a cada individuo se le asigna una fraccién de
la misma en proporcién directa a su adaptabilidad. Luego se selecciona en forma
aleatoria una posicién en la ruleta, el individuo al cual le corresponda dicha posicién
es el que serd seleccionado. Entonces la probabilidad de seleccion del individuo P[]
como padre es:

Ds (l) _ NP [i]fitness

—_——— (1.4)
j=1 P[]]fitness
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Otro método de seleccién comtinmente utilizado es el método de seleccién por
torneo (fournament selection). En la seleccién por torneo un nimero dado de indi-
viduos de la poblacion es preseleccionado en forma aleatoria. Estos individuos se
comparan unos con otros de acuerdo a su valor de adaptacién de una manera similar
a la efectuada en competencias deportivas. Aquel con mejor valor de adaptacién es
seleccionado. Cuando el nimero de individuos elegidos es dos, a este proceso de
seleccion se le llama seleccidn por torneo binario. Ajustando el tamaiio del torneo se
puede obtener algiin control sobre la presion de seleccién y por tanto de la velocidad
de convergencia. El menor tamafio de torneo (torneo binario) exhibe una conver-
gencia mds lenta que cualquier tamafio de torneo mayor. El Algoritmo [2] sefiala los
pasos de una seleccion por torneo de tamaiio k.

Algoritmo 1: Algoritmo de seleccién por ruleta.

1 sum = Z;\il P[j]fitness;

2 r =rnd(0, sum) ; // rnd retorna un numero aleatorio entre 0 y sum
3

4 para j = 1to N hacer

5 rzr_P[j]fitness;

6 si 7 < 0 entonces

7 ‘ return P[j];

8 fin

9 fin

Algoritmo 2: Algoritmo de seleccién por torneo.

1 Sea T una lista de elementos, pop(i) el elemento i de la poblacion pop, n el tamario de la
poblacion, k un niimero par de elementos de la poblacion que participardn en la
competencia

2 para j = 1 to k hacer

3 r=rnd(l,n)

4 T =T Upop(r)

5 fin

6 paral=k/21t0l >=1hacer

7 para j =1 to j <=1 hacer
8 si fitness(Tjy1) < fitness(T};;) entonces
9 ‘ Tl+j = Tl+j

10 fin

1 j=j+1

12 fin

13 1=1)2

14 fin

15 retornar Ty, ;
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1.3.2 Cruzamiento

El proceso de cruzamiento se inicia a partir de la obtencién, utilizando algtn operador
de seleccion, de los individuos que serdn sometidos al operador de cruzamiento
que se encargard de intercambiar los componentes de los individuos seleccionados
para producir nuevas soluciones. Asi, el operador de cruzamiento se encarga de
la transferencia de las caracteristicas de los mejores individuos de una generacién
a la siguiente por herencia, siendo de esta manera la contraparte artificial de la
recombinacién sexual.

Existen varias opciones para implementar el operador de cruzamiento siendo el
cruzamiento de un sélo punto la forma mds comin de implementar este operador
cuando se trabaja con una codificacion de cadenas de bits. Este tipo de cruzamiento
requiere la seleccién de dos cadenas como padres, luego, se selecciona un punto de
cruzamiento, de forma tal que dicho punto se encuentre entre 1y (I — 1), donde /
es la longitud de la cadena. Los dos padres son cortados en este punto para producir
cuatro subcadenas, que se intercambian para generar dos hijos. La figura[T.2)muestra
este procedimiento.

Punto de Cruce = 3 Punto de Cruce =3
r b
roer [ [0 [+ [ofe ] [ofs [0 [Afefe] re
|
b b

st (oo |+ [afefe] [ofe[e [efefu] v

Fig. 1.2 Funcionamiento del operador de cruzamiento de un sélo punto.

1.3.3 Mutacion

En los GAs la mutacién es utilizada como un operador de segundo plano cuyo
proposito es la exploracion aleatoria de nuevas porciones del espacio de bisqueda.
Es este operador el encargado de introducir nuevo material genético en la bisqueda
de soluciones ya que el cruzamiento no introduce ningtin material nuevo.

Cuando la codificacién utilizada es binaria el operador de mutacién simplemente
modifica el valor de un bit en la cadena con una probabilidad de mutacién dada.



12 1. De los algoritmos genéticos a los algoritmos evolutivos para problemas many-objective

1.4 Una explicacion sobre el funcionamiento de los GA: Teorema
de esquemas

Hasta aqui hemos presentado los operadores basicos que conforman a los algoritmos
evolutivos y, también, se ha explicado de manera informal el porqué del éxito de los
EA basados en estos operadores. Se puede decir que la mayor parte de la investi-
gacion sobre algoritmos evolutivos se ha concentrado en la realizacién de pruebas
experimentales y métricas para comparar los resultados obtenidos. El desarrollo de
una teorfa general ampliamente aceptada que explique de forma exacta el compor-
tamiento de los distintos algoritmos evolutivos que han sido desarrollados es atn
un tema pendiente de investigacion a ser abordado, aunque existen varias hipétesis
que han sido desarrolladas y que pueden ser utilizadas parcialmente para explicar el
éxito de los GAs en la bisqueda de soluciones.

Entre las hipétesis que explican el comportamiento de los GA, y en general de
los algoritmos evolutivos, se destaca el el teorema de esquemas (schemata) [Hol73].
Esta explicacion fue el primer intento de brindar una explicacidn rigurosa sobre
cémo funcionan los GAs y se popularizé como tal a partir del trabajo seminal de
difusién de Goldberg [Gol89]. En esta seccidn, con algunas modificaciones menores,
presentamos esta explicacion como se realiza en [von03].

Un esquema (schema) es un patrén que describe un conjunto de cadenas de genes
con similaridades en ciertas posiciones de la cadena y puede definirse formalmente
como:

Definicion 1.9 Esquema: Seaun espaciode representacion I = A XAy, ..., XA,
para cada conjunto de alelos A;, se define un conjunto extendido A* = A; U {x},
donde % es un simbolo especial "no importa". Entonces, un esquema es cualquier
miembro del conjunto I* = ﬂf X ﬂ;, e XA

Unesquema H = (hy, hy, . .., hy,) describe un conjunto de cromosomas que tiene
los mismos alelos que H en todas las posiciones i tal que h; # . Para una cadena
binaria, esto es:

H={xeI|Vie{l,2,...,n}, hi €{0,1,%}}.

Las posiciones en donde H no tiene un simbolo % se llaman posiciones fijas. O

Ademds, para poder trabajar sobre la idea de esquemas y similaridades entre
distintos esquemas se definen dos métricas. El orden de un esquema, que es el
nimero de posiciones fijas y el tamafio de definicién, que es la distancia entre el
primero y el dltimo de los simbolos fijos. Las definiciones [I.10] y [I.TT] describen
formalmente las métricas mencionadas.

Definiciéon 1.10 Orden de un esquema: El orden de un esquema H € I'*, denotado
por o(H), es el nimero de posiciones fijas presentes en el esquema.

Definicion 1.11 Tamafio de definiciéon de un esquema: El tamafio de definicién de
un esquema H € I'*, denotado por 6(H), es la distancia entre la primera y dltima
posicion de la cadena con simbolos fijos . O
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Como ejemplo, consideremos el alfabeto binario {0, 1}, al cual se le agrega
el simbolo especial x obteniendo {0, 1, x}, un esquema es una cadena sobre este
alfabeto. El esquema H = %11%, describe un subconjunto de S con cuatro elementos
{0110,0111, 1110, 1111}.Elordende H (o(H)) es 2 puesto que posee dos posiciones
fijas, mientras que su distancia de definicién (6(H)) es 1 ya que el primer valor fijo
se encuentra en la posicién 2 y el dltimo en la 3. El esquema % % %1 corresponde
a cualquier cadena de tamafio 4 que termina con un 1. Por ejemplo, 6(1 * %) = 0,
6(1 * x1) = 3. El nimero de esquemas diferentes para una cadena de tamafio / y un
alfabeto de cardinalidad k es (k + 1).

El objetivo del teorema de esquemas es analizar el efecto que tienen los operadores
evolutivos en la busqueda de soluciones y proveer un limite inferior sobre los cambios
en la tasa de muestreo para un esquema, de una generacién a otra. En un dado
tiempo ¢ existen m elementos de un esquema particular H en un poblacién genética
P(t) ={Py,...,Pn}, esto se representa por m = m(H, ). Sea iy la representacién
del indice de un individuo P; en el conjunto {H A P(1)}, ig € {1,...,m}y fy,
su correspondiente valor de adaptacion. Aplicando a la poblacion una seleccién por
medio de ruleta ponderada, esperamos tener en el conjunto de padres un nimero de
elementos del esquema H igual a:

f f
MH )=y ey
Zj:] P[J]fitness Zj=1 P[]]fitness
N
= N—..(le +...+me)

j=1 P[J]fitness

(Z - MDD s

- Z;\Izl P ]]fltness m f(P) - f(P)

tHI

donde f(P) es el valor de adaptacién promedio de toda la poblacién y f(H) es el
valor de adaptacién promedio de las cadenas que son representadas por el esquema
Hen P(t).

La Férmula (I.3) explica que los esquemas con valores de adaptacién por encima
del promedio de la poblacién recibirdn un nimero mayor de muestras en la siguiente
generacién, mientras que los esquemas con valores de adaptacién por debajo del
promedio de la poblacién recibirdn un nimero cada vez menor de muestras [[Gol89].

Ahora se considerardn los efectos del operador de cruzamiento. Existen elementos
en la poblacién que no van a ser cruzados, y estos elementos serdn copiados en forma
directa a la siguiente generacién con una probabilidad (1 — p.). Ademds, existe una
probabilidad de ruptura de un esquema debido al operador de cruzamiento. Siendo
que un esquema sobrevive al cruzamiento simple s6lo cuando el punto de cruce

cae fuera del tamafio de definicién, entonces, la probabilidad de sobrevivencia al
S(H)

. . . l_l ) . .
Por simplicidad se supondrd que el cruzamiento siempre destruye. Pero, de echo,

existe una probabilidad de que elementos que no pertenezcan a H generen por
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cruzamiento elementos que pertenecen a H. Sea p. la probabilidad de cruzamiento.
Entonces el nimero de elementos de H en ¢ + 1 es, al menos:

no elegidos para cruzamiento 1o destruidos

N R —_——
f(H) f(H) 6(H)
m(H,t+1) 2 (1 -pc)-m(H,1) - P +(pe) -m(H, 1) - ) -0
elegidos para cruzamiento
f() 6(H) ., _ f(m) 6(H)
m(H,t+1) > m(HJ)'?(P) '[1—Pc+Pc—Pc'm] = m(H,t)'m'[l—Pc'l_—l]
(1.6)

Entonces, considerando la seleccién y el cruzamiento a la vez, aquellos esquemas
con valor de adaptacién por encima del promedio y tamafio de definicién pequefio
reciben mds muestras para la siguiente generacion.

El dltimo operador a considerar es la mutacién de un bit. Para que un esquema
sobreviva, la mutacién no debe ocurrir en una posicién con un valor fijo. Siendo
Pm la tasa de mutacién, la posibilidad de que un valor de un bit permanezca es
(1 = p,,), entonces la probabilidad de sobrevivir para un esquema es (1 — p,,,)° ),
para pequeiios valores de p,, (p,, < 1)laprobabilidad de supervivencia del esquema
puede ser aproximada por 1 —o(H)- p,,,. Entonces considerando todos los operadores,
la expresion para m(H,t + 1) es:

m(H,t+1) > m(H, 1) - ff((’;’)) 1= pe- % —o(H) - pul (17

En conclusién, los esquemas cortos, de orden bajo, con adaptacién por encima
del promedio reciben muestras de manera exponencialmente creciente en cada ge-
neracion. Esto se conoce como teorema de esquemas [Gol89, [Hol73].

Muchos esquemas diferentes son muestreados cuando una poblacién de cadenas
es evaluada, y de echo, son muestreados mas esquemas que el nimero de cadenas
contenidas en la poblacién. El efecto acumulativo de evaluar una poblacién de
puntos provee informacion estadistica acerca de cualquier subconjunto particular de
esquemas. Esto implica que muchas competencias entre esquemas son resueltas en
forma paralela, Holland llam¢ a esto paralelismo implicito [Hol75].

Es importante recalcar que el término paralelismo implicito no se refiere a la
potencialidad de implementar algoritmos genéticos paralelos. De echo, Holland
primero uso el término paralelismo intrinseco en [Hol75], pero luego decidié cam-
biarlo al término paralelismo implicito para evitar confusiones con la terminologia
de la computacion paralela. Desafortunadamente, el término paralelismo implicito
en la comunidad de cdmputo paralelo se refiere a paralelismo que es obtenido a par-
tir de cédigo escrito en lenguajes funcionales que no tienen constructores paralelos
explicitos [Whi93||.
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1.5 Otros operadores y técnicas

A fin de ir mejorando el desempefio de los algoritmos evolutivos, ademds de los
operadores bdsicos, se le han incorporado nuevas estrategias y técnicas como
métodos para el manejo de restricciones, métodos de busqueda local, métodos
de niching [Sud20, [LEDEI16], métodos de subrogacién [DRH20|], de co-evolucién
[MLZ*18, [AC17]|, de paralelizacién [vonQ3, WBB15], etc. La calidad de las solu-
ciones que pueden ser encontradas dependen de la manera en la que se combinan
los diferentes operadores y métodos asi como los pardmetros especificos que son
utilizados [WMS19].

Luego de varias generaciones, es posible que el operador de seleccién conduzca
a todos los bits en algunas posiciones a un sélo valor (0 o 1 si se utiliza un cédigo
binario). Un gen se dice que ha convergido cuando al menos el 95% de la poblacién
comparte el mismo valor. Una poblacién se dice que convergié cuando todos los
genes han convergido [De 93].

Una vez que la poblacién converge, la habilidad de un GA para continuar bus-
cando mejores soluciones por cruzamiento desaparece. Cuando los individuos padres
poseen cromosomas idénticos, el intercambio no produce ningtn efecto y los indi-
viduos generados tienen cromosomas iguales al de sus padres. S6lo el operador
de mutacién permite explorar nuevas soluciones. Cuando esto ocurre, la bisqueda
llevada a cabo por el algoritmo genético es s6lo una bisqueda aleatoria. Idealmente,
la convergencia deberia ocurrir s6lo cuando la solucién es alcanzada. Si la conver-
gencia ocurre sin que el GA alcance una solucién satisfactoria, se dice que el GA ha
convergido en forma prematura.

La preponderancia de individuos con un valor de adaptacién demasiado elevado
con respecto al promedio de la poblacién lleva a que los métodos de seleccion
estdndar converjan en forma prematura. Este es un problema particularmente impor-
tante cuando se trabaja con poblaciones evolutivas pequefias. Otro problema ocurre
cuando todos los individuos tienen una probabilidad de seleccién similar y el GA
posee una convergencia demasiado lenta. La convergencia hacia un pico u otro sin
una ventaja importante entre un punto y otro es causada por la similaridad genética
[Gol89].

Para prevenir problemas causados por la similaridad genética, se han desarrollado
varios métodos. Los métodos de nicho (niching), por ejemplo, son técnicas que
fomentan la formacién y mantenimiento de subpoblaciones estables en GAs. El
mantenimiento de la diversidad permite a los algoritmos genéticos buscar muchos
picos en paralelo, evitando quedar atrapados en 6ptimos locales del espacio de
bisqueda. Los métodos de niching pueden ser aplicados para la formacién y el
mantenimiento de subsoluciones interinas en la bisqueda de una udnica solucién
final. Sin embargo, estas técnicas han sido tradicionalmente utilizadas en el contexto
de la formacién y el mantenimiento de multiples soluciones finales [Mah95, Mah97].
El método de repartija de fitness (fitness sharing) es probablemente el mejor y mas
conocido método de entre los métodos de niching [SK98.
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1.5.1 Fitness Sharing

Los métodos de fitness sharing fueron introducidos en 1987 por Goldberg y Richard-
son para modificar el horizonte de bisqueda reduciendo el valor de adaptabilidad
de los individuos que poseen cierta similaridad con respecto a otros individuos de
una poblacién [Mah95]. Los métodos de fitness sharing requieren que el valor de
adaptacion sea compartido entre individuos similares como un sélo recurso. Para
esto a cada individuo P[i] se le asigna un valor llamado su cuenta de nicho, denotado
por P[i]lncount> que se utiliza como indicador del nivel de similaridad del individuo.
El fitness compartido de un individuo P[i] es igual a su viejo valor de adaptacion,
dividido este valor de cuenta de nicho.

El valor de la cuenta de nicho para un individuo se calcula a partir de una fun-
cién sharing. Esta mide el nivel de similaridad entre dos elementos de la poblacién.
Tipicamente, la funcion retorna 1 si los elementos son idénticos, 0 si cruzan algin
umbral de diferenciabilidad, y un nivel intermedio en un nivel intermedio de diferen-
ciabilidad. El umbral de diferenciabilidad es especificado por una constante, ospare,
el cual indica la maxima distancia permitida para que un sharing diferente de cero
ocurra. Tipicamente la funcién de sharing es:

d(Pi»Pj))a

Oshare

_ . Py <
sh(d(Pr, Py = {1 ¢ Sid(Pi. P}) < Ospare
0, de otro modo

donde :
a es un pardmetro constante que regula la forma de la funcién de sharing, y

d es una funcién de distancia, que calcula la distancia entre sus argumentos.
(1.8)

Cuando se implementa en el espacio objetivo, la funcién d usualmente corre-
sponde a la distancia Euclidiana [DG89||. Mientras que, cuando se implementa en el
espacio de genes, es usual utilizar el niimero de bits diferentes (o distancia de Ham-
ming) entre las soluciones. Esta ltima distancia es util en los problemas definidos
en el espacio de los genes [DG89J].

El valor de la cuenta del nicho para P[i] es igual a la sumatoria de los valores de
la funcién de sharing entre P[i] y cada individuo de la poblacién P[]

N
Plilncount = ), Sh(d(Pi, P))) (1.9)
J=1

Finalmente, el valor de adaptacién compartido del elemento P[i] es:

P[i]fitness

1.10
Pl meount (1-10)

P [l] fitness =



1.6 Aplicacién de algoritmos evolutivos en problemas multi-objetivo 17

1.5.2 Restriccion de apareamiento

Cuando el procedimiento de niching se implementa en problemas con objetivo tnico,
Deb y Goldberg [DG89] notaron que la recombinacién entre cromosomas de nichos
diferentes usualmente producen individuos pobremente adaptados. Esto lleva a la
degradacion del desempefio del GA. Con el fin de evitar este problema, en [DG89]
se propone restringir el apareamiento (matting restriction) sélo entre individuos que
estdn a una cierta distancia en el espacio genotipico.

1.5.3 Elitismo

La aplicacién iterativa de los operadores evolutivos puede hacer que una buena
solucidn se pierda. Esto puede ocurrir porque, aunque sea mejor que todas las otras,
la cantidad de muestras existentes es insignificante y no es seleccionado para el
cruzamiento. Ademads, la aplicacién del operador de mutacién puede destruirlo. En
vista a esto, en [[De 95]] se sugiere una politica en la cual siempre se incluye el mejor
individuo de P(t) en P(t + 1) a fin de preservarlo de la posible accién negativa de
los operadores genéticos. A esta estrategia se le conoce como elitismo.

Entonces, basicamente en un algoritmo elitista las mejores soluciones obtenidas
son almacenadas en un archivo externo a fin de asegurar que no se pierdan. Ademas,
estas soluciones pueden participar en el proceso de bisqueda a fin de acelerar el
proceso de convergencia.

1.6 Aplicacion de algoritmos evolutivos en problemas
multi-objetivo

Como dijimos, los paradigmas principales de los algoritmos evolutivos se es-
tablecieron en la década de los 60s, sin embargo, debido fundamentalmente a la
falta de recursos computacionales suficientes para su implementacion en proble-
mas reales, sufrieron un periodo de rechazo y poco interés. Posteriormente, con el
aumento de poder computacional en la década del 80, las técnicas evolutivas reci-
bieron mayor atencién como métodos para la resolucién de problemas con un tnico
objetivo. Sin embargo, recién a partir de la década del noventa estos métodos se
establecieron como alternativas pricticas cuando fueron utilizados con éxito para
proponer soluciones en un gran nimero de problemas complejos de optimizacién
y busqueda, requiriendo poca informacién sobre los mismos [BEM97, |Gol94]. A
partir de entonces, el éxito de la técnica llamo la atencién de varios investigadores
para diversas aplicaciones en problemas de naturaleza multi-objetivo.

En los problemas de optimizacién multi-objetivo (Multiobjective Optimization
Problems -[MOP) cada solucién representa compromisos entre los diferentes obje-
tivos considerados. De esta forma, tipicamente, se obtiene un conjunto de soluciones
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en las que no existe ningtin objetivo o criterio en el que se pueda conseguir una
mejora sin empeorar el valor de al menos una de las otras funciones objetivo. El
conjunto de estas soluciones, recibe el nombre de conjunto Pareto Optimo (Pareto
Optimal Set).

Puesto que ninguna solucién que compone el conjunto Pareto Optimo puede
considerarse mejor que otra al considerar todos los objetivos, todas ellas pueden
considerarse como igualmente buenas [CLVO7, IDeb01]]. La seleccién de una solu-
cién para resolver un MOP especifico requiere, por lo general, la intervencién de
un tomador de decisiones capaz de establecer algtn tipo de preferencia entre estas.
De echo, para establecer un orden entre las soluciones Pareto dptimas es necesario
especificar algin tipo de preferencia entre los objetivos o en funcién a las caracterfs-
ticas de las soluciones propuestas. Estas preferencias, en muchos casos, no pueden
ser determinadas a priori sino luego del andlisis del las soluciones alternativas y los
valores de éstas en el espacio objetivo, lo que se conoce como Frente Pareto.

1.6.1 Primera generacion de MOEA: dominancia Pareto

Las tres metas principales cuando se resuelve un MOP son:

* convergencia: encontrar un conjunto de soluciones cuyos valores en el espacio
objetivo se encuentren tan préximos al Frente Pareto como sea posible;

* diversidad: encontrar un conjunto de soluciones que represente adecuadamente
la variedad de soluciones posibles; y

* cobertura: encontrar un conjunto de soluciones que, ademds de ser diverso, se
encuentre bien distribuido en el Frente Pareto.

A mediados de la década de los 80s se propuso el primer algoritmo evolutivo que
intentaba resolver un problema de objetivos multiples [Sch83], el (Vector
Evaluated Genetic Algorithm), evidenciando el potencial de los EA para aproximar
soluciones a problemas con muchos objetivos. Sin embargo, no fue sino hasta inicios
de los 90s que investigadores propusieron los primeros Algoritmos Evolutivos Multi-
objetivo (Multi-objective Evolutionary Algorithms-[MOEA]) basados en dominancia
Pareto [[CLVO07, [DebO1l ICSHM19, ZX17]. Sumado a la habilidad de encontrar
soluciones con un minimo de informacion, propia de los algoritmos genéticos,
el interés en la utilizacion de MOEA para la resoluciéon de MOP radica en la
capacidad que estos tienen de conseguir cumplir con las diferentes metas antes
sefialadas al aproximar el conjunto Pareto en una tnica corrida, ademds, de la
inexistencia de técnicas exactas y directas para obtener tales aproximaciones para
un gran nimero de MOP. El concepto de dominancia Pareto permite comparar una
solucién respecto a otra en un espacio multi-objetivo. Si una solucién A no es peor en
ningun objetivo y es estrictamente mejor en al menos un objetivo que la solucién B,
se dice que A domina a B. Una solucién no estd dominada con respecto a un conjunto
dado de soluciones si en dicho conjunto no hay ninguna solucién que la domine.
Consecuentemente, el conjunto de Pareto esta compuesto por todas las soluciones no
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dominadas que pertenecen a todo el espacio factible [CLV07]. Cuando se resuelve un
problema multi-objetivo se desea, por lo general, encontrar un conjunto aproximado
de soluciones no dominadas lo més cerca posible del conjunto de Pareto real y que
posea una amplia distribucién de soluciones.

La aparicién de los primeros algoritmos basados en el concepto de dominancia
Pareto [FF93al [FF93bl [HN93L [HNG94, [SD93| [SD94, ISD95]] marcé un hito y estos
algoritmos empezaron su consolidacién como solucionadores robustos de problemas
de optimizacién multi-objetivo aplicdndose en varias areas.

1.6.2 Segunda generacion de MOEA: utilizacion de elitismo

Aunque los MOEASs de la primera generacién basados en Pareto, tuvieron cierto éxito
para encontrar soluciones en una amplia gama de problemas, durante el proceso ite-
rativo de aplicacion de operadores, algunas buenas soluciones que eran encontradas
podian perderse. A pesar del éxito inicial obtenido por los MOEAs de la primera
generacién basados en Pareto, las buenas soluciones encontradas podian perderse
cuando se aplicaban los operadores genéticos en las sucesivas generaciones. Como
una primera mejora significativa a estos algoritmos, el concepto de elitismo que
venia siendo aplicado en los algoritmos mono-objetivo, se extendio a los algoritmos
multi-objetivo. La utilizacién de elitismo en los MOEA permitié mejorarlos consi-
derablemente marcando un nuevo hito en la evolucidn de la técnica. La utilizacion de
conceptos de Pareto conjuntamente con alguna forma de elitismo para la bisqueda
de soluciones es la caracteristica comin de varios algoritmos de la segunda gene-
racién como el Strenght Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA) de Zitzler y Thiele
[ZT99a] y el[NSGA-II|de Deb, Agrawal, Pratab y Meyarivan [DPAMO2], entre otros.
Esta caracteristica se extiende hasta los métodos mas modernos [[DJ14b) [Z1.OS]].

Los MOEA basados en dominancia Pareto han mostrado ser especialmente ttiles
en problemas con funciones complejas, dificiles de tratar con métodos exactos y
donde es imposible establecer a priori preferencias entre los objetivos considerados
cuando se optimizan simultdneamente dos o tres objetivos. Sin embargo, cuando
se utilizan para resolver problemas de muchos objetivos (Many-objective Optimiza-
tion Problems - [MaOP), es decir, problemas que tienen 4 0 mds objetivos, surgen
dificultades de convergencia [IAN15, IDN17, [LLTY 15/ vLBB14, IMOBE18§]].

La principal dificultad con la que tienen que lidiar los MOEA basados en dom-
inancia Pareto cuando son aplicados en la resolucién de problemas con muchos
objetivos es lo que se conoce como resistencia a la dominancia. Esto significa que,
dada una poblacién, la proporcién del nimero de soluciones no dominadas en esa
poblacién con respecto a su tamafio es cercana a uno [FAO2]]. Entonces, en el caso
de muchos objetivos, la dominancia Pareto no puede ser utilizada para discriminar
suficientemente bien entre las soluciones ya que bajo ese criterio practicamente todas
son igualmente buenas [vLBB14, vLBB19].

Por otra parte, para obtener una buena aproximacién al frente de Pareto com-
pleto se requiere un nimero de soluciones que aumenta exponencialmente con el
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ndmero de funciones objetivo. Esto significa que se necesitan poblaciones cada vez
mds grandes para obtener una aproximacién adecuada al conjunto Pareto [DebO1].
Cuando los algoritmos trabajan con poblaciones mds grandes, se requieren tiempos
de ejecucién mas largos y podria ser necesario adaptar las estructuras y proce-
dimientos para ser capaces de lidiar efectivamente con el aumento de escala. La
visualizacién de las soluciones obtenidas, y la evaluacién de los algoritmos resul-
tan cuestiones adicionales a encarar a fin de realizar una adecuada seleccién de
las soluciones a implementar asi como una correcta evaluacién de los algoritmos
[LLTY15  vL.BB14].

Adicionalmente, otra cuestion relevante que debe ser abordada para la resolucién
de problemas con muchos objetivos utilizando MOEA es que estos, por lo general,
incorporan en el proceso de optimizacién algiin método para estimar la diversidad
de la poblacién en el espacio de objetivos para guiar la bisqueda. Estas técnicas en
general permiten evitar la convergencia prematura hacia ciertas regiones al modificar
la probabilidad de que un individuo sea seleccionado o para su aceptacién como parte
de un archivo en linea a fin de lograr una buena distribucién de soluciones. Cuando
el niimero de objetivos se incrementa la calidad de esta estimacién se degrada. Peor
atn, este valor es un criterio de biisqueda secundario en los MOEAs que los utilizan.
Sin embargo, cuando la proporcién de soluciones no-dominadas en la poblacién
evolutiva aumenta, la seleccion tiende a basarse unicamente en la diversidad lo
que, como sefialan [FAO2]], en la bisqueda many-objective puede producir que la
poblacién evolucione hacia zonas lejanas del frente Pareto ptimo.

1.6.3 Tercera generacion de MOEA : miiltiples enfoques y optimizacién
con muchos objetivos

A fin de continuar el proceso de mejora de los MOEA aplicados a problemas
multi-objetivo surgieron una diversidad de alternativas para la resolucién de estos
problemas utilizando computacién evolutiva. La tercera generacion de MOEA se
puede caracterizar por esta variedad: co-evolucién cooperativa [MLZ* 18], algorit-
mos basados en indices [FCC20], descomposicién [OEBY20, WSL*20], entre otros.
Una de las principales motivaciones en estd buisqueda de alternativas ha sido la
necesidad de la utilizacién de MOEAs en problemas de mayor niimero de objetivos.
Justamente, las dificultades de los algoritmos evolutivos multi-objetivo tradicionales
han llevado a varios investigadores a desarrollar nuevos métodos para la resolucién
de problemas donde el nimero de objetivos a optimizar de manera simultinea es
elevado [LLTY15 vLBB14, vLBB19|BES17,IS19].

A fin de estudiar los métodos desarrollados para la optimizacién con muchos
objetivos, [vLBB14] los clasifican en dos grupos principales de acuerdo a la idea
central que los caracterizan: (i) métodos que utilizan relaciones de preferencia alter-
nativas y (ii) métodos que transforman el problema many-objective original en uno
relacionado.
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En los métodos basados en relaciones de preferencias se utiliza algin tipo de in-
formacion adicional en forma de preferencias a fin de proporcionar una clasificacion
mds precisa de las soluciones. Esta informacién puede resultar de comparaciones
entre los diferentes objetivos o el conteo de objetivos en las cuales una posible
solucién es mejor que otra. En cualquier caso, la relacion a utilizar dependera del
objetivo de la optimizacidn, esto es, si lo que se quiere obtener es un muestreo amplio
del conjunto o bien si lo que se busca es una solucidén especifica con ciertas carac-
teristicas; esto a su vez depende del grado de conocimiento del problema especifico
[vLBB14,[LLTY15| MSW+*20].

Entre las técnicas que transforman el problema many-objective original en uno
relacionado se encuentran: (i) basadas en agregacion, (ii) basadas en técnicas de
reduccién de dimensionalidad, (iii) basadas en indicadores, y (iv) basadas en des-
composicion. Dado que existen hibridaciones con estos enfoques, en algunos casos
no estd claro qué clasificacion se ajusta mejor a un dado algoritmo.

Los enfoques basados en agregacién consiguen transformar un problema de
muchos objetivos en un problema de optimizacién de multiples objetivos (2 o 3
objetivos) o incluso de un solo objetivo utilizando técnicas de escalarizaciéon co-
munes como: suma ponderada, Tchebycheff ponderado y escala de distancia angular
[LLTY15, vL.BB14].

Para asignar el valor de adaptabilidad a cada solucién, los métodos basados en
indicadores utilizan alguna métrica de evaluacién escalar o indicador para evaluar
los elementos de la poblacién. Algunos indicadores utilizados para esto son el
hipervolumen [DSP*20, [Sin19}[ST20]], métricas de estimacién a la distancia al frente
Pareto y basados en la métrica R2 [LLKHI9]. La principal desventaja de estos
métodos es el alto costo computacional para calcular algunas de estas métricas,
asf como la necesidad de conocer el verdadero Frente Pareto o al menos una muy
buena aproximacion a €l, asi como la dependencia a la forma de este para un
comportamiento eficiente [BLIS17, [TZCJ16].

En el caso de las técnicas basadas en la reduccion de la dimensionalidad, estas
utilizan alguna técnica, de las muchas existentes, para transformar un conjunto de fun-
ciones objetivo en un nimero reducido de ellas. Esto es posible solo bajo el supuesto
de que el verdadero problema es de menor dimensién y por tanto se pueden estable-
cer relaciones entre los objetivos para reducir el ndmero de estos [BZ06bl [PEO3].
Estos métodos tienen multiples ventajas respecto a otras técnicas, en particular, per-
miten la utilizacién de métodos ya conocidos y utilizados en optimizacion evolutiva
y, por tanto, pueden producir una reduccién en el costo computacional [LRLL20].
Sin embargo, las técnicas de reduccién de dimensionalidad son por lo general muy
dependientes de las caracteristicas del problema que se estd resolviendo, por lo que,
si bien estos métodos pueden ser ttiles, el potencial para la reduccidn de objetivos
en problemas con muchos objetivos es limitado cuando un gran nimero (o todos)
los criterios estdn en conflicto entre si.

En el caso de los algoritmos basados en descomposicion, estos plantean dividir el
problema original en varios subproblemas escalares o multi-objetivo para optimizar-
los simultdneamente [Hug03},[ZL07,[DJ14bl[CIOS16,HDD* 19, [WSL.*20, TSSG16]].
Existen dos métodos béasicos para la descomposicion de problemas: (i) el uso de fun-
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ciones de agregacion y (ii) el uso de puntos de referencia. Estos algoritmos se carac-
terizan por su relativamente baja complejidad computacional y generalmente utilizan
una relacién explicita de vecindad. La idea de la descomposicién para resolver MOP
se hizo popular con la introduccién en 2007 del Multi-objective Evolutionary Algo-
rithm based on Decomposition (MOEA/D)) por Zhang y Li [ZLO7].

Otros algoritmos basados en descomposicién de gran importancia en el contexto
de muchos objetivos son el Non-dominated Sorting Genetic Algorithm-I11-NSGA-TI)
[DJ14b] y el Reference Vector Guided Evolutionary Algorithm - [CIOS16].
Estos algoritmos serdn tratados en el Capitulo 5

En el préximo capitulo presentaremos un conjunto de conceptos bdsicos que
hacen a la optimizacién multi-objetivo.



Capitulo 2
Problemas de Optimizacion Multi-objetivo

Este capitulo presenta formalmente los principios de optimizacién con objetivos
multiples en el contexto de los algoritmos evolutivos. Asi mismo, se describe el
modelo general del proceso de solucién utilizado con problemas de optimizacién
multi-objetivo.

2.1 Conceptos de optimizacion multi-objetivo

Los primeros algoritmos evolutivos fueron desarrollados para resolver problemas
con un dnico objetivo (mono-objetivo). Cuando se tiene un Unico objetivo, por lo
general es posible hablar de un 6ptimo global ya que el espacio de bisqueda se
encuentra totalmente ordenado por medio de la funcién objetivo. El éptimo global
se define como sigue [[von(03|:

Definicién 2.1 Optimo global (monobjetivo): dada una funcién f : R” — R, para
x € R" el valor f* = f(x*) es llamado un ptimo global (mdximo o minimo) si y
s6lo si:

Vx € R" : f(x*) es mejor que f(X) 2.1

Entonces, x* es la solucién global éptima, f es la funcién objetivo. El problema de
determinar la solucién global 6ptima es llamado problema de optimizacion global.o

En los problemas de objetivo tinico es posible aprovechar la existencia de un
orden total en el dominio para asignar el valor de adaptabilidad a cada elemento del
conjunto de soluciones relacionado a su posicién en dicho orden. De esta forma,
el proceso de optimizacién consiste en encontrar el minimo (o el mdximo) de una
funcién. Cuando se tienen mdltiples funciones objetivos pero es posible determinar
alguna preferencia entre los objetivos a priori, es posible la utilizacién de un vector
de pesos para, por ejemplo, realizar una suma ponderada transformando un problema
de optimizacién con multiples funciones en una sola funcién objetivo que combine el
valor de las mismas de acuerdo al peso asignado a cada objetivo para asi transformar
el problema con muchos objetivos en un problema de un tinico objetivo.

23
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En los problemas que nos interesan en este trabajo, sin embargo, no se tiene
determinado a priori un orden de preferencia entre objetivos, y si existe, se desea
obviarlo al momento de realizar la bisqueda de soluciones hasta conseguir un mejor
conocimiento del problema para luego definir mejor las eventuales preferencias y
ajustar la busqueda.

Un gran nimero de problemas de toma de decisién en ingenierfa y ciencia nece-
sitan considerar la existencia de multiples criterios o objetivos. En estos problemas
podemos notar los siguientes aspectos [vonO3|:

* los distintos objetivos considerados pueden ser conflictivos, tener distintas
unidades de medidas, y ser inconmensurables,

* al existir objetivos contradictorios no existe una solucién tinica que sea mejor que
las otras con respecto a todos los objetivos, generalmente se tiene un conjunto de
alternativas de solucién, las cuales representan los mejores compromisos entre
los distintos objetivos,

 de las alternativas existentes sélo interesa el conjunto de soluciones que cumplen
con ciertas restricciones (soluciones factibles) y finalmente,

* existiendo un conjunto de alternativas posibles, es necesario que un tomador de
decisiones proporcione informacién de preferencia a fin de seleccionar la soluciéon
a ser implementada.

En este trabajo, sin pérdida de generalidad, consideramos problemas de opti-
mizacién multi-objetivo (Multi-objective Optimization Problem (MOP)) en un con-
texto de minimizacién; por lo tanto, un MOP se define de la siguiente manera
[Deb01]]:

Definicion 2.2 Problema de optimizacion multi-objetivo: sea § un conjunto con m
funciones objetivo {f1, ..., fm}, fi : R" = R, un MOP se define como:
Minimizar y =F(x) = (f1(x),..., fin(x)) (2.2)
x=(x1,...,x,) € X CR"
y=01,...,ym) €Y CR"
sujeto a

g(x) = (g1(x),....8:(x)) <0 (23)
X <x <x vie {1, 0} 24

x es un vector de n variables de decisién, mientras que y representa un vector objetivo
m-dimensional. Las restricciones (2.4) representan los 2n limites de las variables
que ayudan a definir el espacio de las variables de decision o espacio de decisién X.
Las funciones objetivo constituyen el espacio objetivo, denominado Y.
El vector de restricciones g se compone de ¢ funciones de restriccién que delimitan la
forma de la regién de factibilidad. Las soluciones que no satisfacen las restricciones
son llamadas soluciones no factibles, mientras que las soluciones que cumplen con
todas las restricciones en y son soluciones factibles. El conjunto de todas
las soluciones factibles Xy es conocido como la region de factibilidad.

Para cada solucién x € Xy existe un punto y en el espacio objetivo. Entonces,
X define el espacio objetivo factible Yy :
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Yy =F(Xp) = | J{F)} 2.5)

xeXy

O
Como se ha sefialado previamente, la mayoria de los MOEAs utilizan dominancia
Pareto a fin de comparar sus soluciones y proveer un valor de adaptacién que guie la
busqueda. En el caso de problemas de optimizacién con muchos objetivos, algunos
MOEAs utilizan este concepto sobre un subconjunto de objetivos del MOP original
que se desea resolver [BZ06b, |[dPKS07, [LJCCCOS]). Para considerar estos casos, en
un contexto de minimizacidn, se utiliza la siguiente definicién de dominancia Pareto
débil sobre un subconjunto de funciones objetivo [BZ06b]:

Definicion 2.3 Relacion de dominancia Pareto débil: la dominancia Pareto sobre
un conjunto de objetivos ¥’ C ¥ se define como:

<p={(x X)X X € Xy AVfi € F, fi(X) < fi(X)} (26)

Si (x,x’) €<4, x domina débilmente a x’ sobre ¥, también denotado como x <#
x’. Si (x,x’) €<, se dice que la solucién x” es débilmente no-dominada por X con
respecto al conjunto de objetivos ¥, denotado por x Z# Xx’. Para simplificar la
notacion, si no existe posibilidad de ambigiiedad, en el caso que ¥’ = F y X <& X/,
se dice simplemente que x domina débilmente a x’, denotado por x < x’. Igualmente
la relacién de no dominancia débil sobre el conjunto de todos los objetivos se denota
por £.

Definicion 2.4 Relacion de dominancia Pareto: la relacién de dominancia Pareto
con respecto a un conjunto de objetivos ¥’ C ¥ se define como:

<p={(x.X)|x, X" € Xy AVfi € F', fi(x) < fi(x') ATfj € F'.fj(x) < fj(x)}

2.7)
Si (x,x") €<¢, se dice que la solucién x domina a la solucién x’ con respecto a ¥,
denotado por x <4 X', mientras que, si (X,Xx’) ¢< se dice que la solucién x’ es
no dominada por x sobre el conjunto de objetivos ¥, denotado por x £ x’. En
casoque ¥’ = F y x < X/, se dice simplemente que x domina a x’, denotado por
x < x’. Igualmente la relacién de no dominancia fuerte sobre el conjunto de todos
los objetivos se denota por «.

La Figura[2.Tmuestra gréficamente la nocién de dominancia Pareto donde puede
visualizarse la comparacién de tres soluciones en el espacio objetivo: A, By C. Se
puede ver que A no domina a C y, C no domina a la solucién A, esto se debe a
que ninguna de las dos es mejor que otra cuando se consideran en conjunto los dos
objetivos. las soluciones dominadas, no-dominadas y no comparables. También, que
A domina a B ya que no es peor que B en ningtlin objetivo y existe, al menos uno
donde A es mejor a B.

Definicion 2.5 Optimalidad de Pareto: una soluciéon x € Xy se dice que es no
dominada considerando los objetivos ¥’ C ¥ con respecto a un conjunto Q C Xy,
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Fig. 2.1 Dominancia Pareto: comparacién de tres vectores A, By C .

si'y solo si Ax’ € Q para la cual X’ <& X. Si x es no dominada con respecto a X
considerando 7, se dice que es una solucién Pareto 6ptima para el subespacio de
objetivos dado, mientras, si ¥/ = ¥ se dice que esta es una solucién Pareto 6ptima
del problema o simplemente una solucién Pareto 6ptima.

Las soluciones Pareto 6ptimas forman el conjunto Pareto, definido como:
Definicion 2.6 Conjunto Pareto: para un MOP dado con un conjunto de objetivos
¥, el conjunto Pareto considerando los objetivos ¥’ C F se define como:

Py, = {x € Xp|Px' € Xy tal que X’ <5 X} (2.83)

Los correspondientes vectores de P; en el espacio objetivo definido por ¥ forman
el frente Pareto, denotado por PT},. Cuando ¥’ = ¥, los conjuntos P; yP (f; se
llaman conjunto Pareto y frente Pareto, denotados por P* y PF ™, respectivamente.
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La Figura[2.2lmuestra el Frente Pareto de un conjunto de soluciones. Como puede
verse, el conjunto de elementos que lo componen no puede ser considerado mejor
a ningln otro en el conjunto cuando se consideran todos los objetivos de manera
simultdnea.

2.2 Proceso de solucion de un MOP

Un problema de optimizacién multiobjetivo se considera matemadticamente resuelto
cuando el conjunto Pareto Optimo es encontrado. En problemas reales, usualmente
se requiere una Unica solucién. Puesto que desde un punto de vista estrictamente
matemdtico todas las soluciones en el conjunto Pareto son igualmente buenas, para
obtener /a solucién a ser implementada en un caso concreto, se necesita informacién
adicional de preferencia. Un tomador de decisiones (decision maker - Decision Maker
(DM)) humano es quien se encarga de proporcionar la informacién de preferencia
necesaria para seleccionar una tnica solucién del conjunto Pareto. Asi, el proceso
de solucién de un MOP puede dividirse en dos procesos conceptualmente distintos
[Hor97, MieO1]]:

* Proceso de busqueda u optimizacion, por el cual se explora el conjunto de solu-
ciones factibles en busca de soluciones Pareto Optimas.

* Proceso de toma de decisiones, por el cual se selecciona una solucién de com-
promiso adecuada, a partir del Conjunto Pareto Optimo hallado por el proceso
anterior.

La importancia de la toma de decisiones como parte del proceso de solucién
es una buena razén para clasificar los distintos métodos para solucionar problemas
de optimizacién multiobjetivo de acuerdo con la manera en que se combinan la
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Fig. 2.2 Frente Pareto de un conjunto de soluciones.
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biisqueda del conjunto de soluciones y la toma de decisiones [MieOl]]. Asi, los
métodos se clasifican en:

e Métodos a priori: la toma de decisiones se realiza antes de la bisqueda de
soluciones. Usualmente los distintos objetivos se combinan en uno solo, el cual
implicitamente incluye informacién de preferencia proporcionada por el tomador
de decisiones. Esto hace que efectivamente el MOP se convierta en un problema
de optimizacién monobjetivo, antes de la optimizacion.

* Métodos a posteriori: la toma de decisiones se realiza de forma posterior a la
bisqueda. La optimizacién se realiza sin ninguna informacién de preferencia.
El resultado del proceso de bisqueda es un conjunto de soluciones candidatas,
idealmente Pareto-Optimas, a partir del cual la decision final serd realizada por
el tomador de decisiones, conociendo las alternativas disponibles.

¢ Métodos interactivos o progresivos: la toma de decisiones se realiza durante
la busqueda de soluciones de manera interactiva. Luego de cada paso de opti-
mizacién, un conjunto de soluciones de compromiso es presentado al tomador de
decisiones, quien proporcionard informacion de preferencia que guiard el proceso
de bisqueda.

Con los métodos a priori, donde se combinan multiples objetivos en un tnico
criterio de optimizacién, cuando son aplicables, se tiene la ventaja que las estrate-
gias cldsicas de optimizacién monobjetivo pueden ser utilizadas sin modificaciones.
La desventaja es que requiere un conocimiento profundo del dominio del problema
que permita realizar la escalarizacion de forma correcta. Este conocimiento del do-
minio del problema requerido por los métodos a priori usualmente no se encuentra
disponible. Es mds, en varios problemas de disefio en ingenieria, lo que se desea es-
pecificamente es ganar mayor conocimiento sobre el problema y sobre las soluciones
alternativas. Realizar la toma de decisiones luego del proceso de biisqueda (métodos
a posteriori) resuelve el problema, pero excluye la articulacion de la preferencia del
tomador de decisiones, lo que podria a su vez reducir la complejidad del espacio de
busqueda. Los métodos interactivos superan las desventajas de los métodos a priori'y
posteriori permitiendo al tomador de decisiones expresar sus preferencias a medida
que avanza en el conocimiento del problema considerado.

2.3 Influencia de la dimension sobre la dificultad del problema
para los MOEAs

En 1978, [BKST78] derivaron una recurrencia para computar el niimero promedio
de vectores no-dominados con m dimensiones en un conjunto dado de tamafio N,
para un valor fijo de m, bajo la suposicién de que las magnitudes de los elementos
estan distribuidas de manera independiente, y que, para cada componente, las mag-
nitudes elegidas para cada vector son distintas. Luego, resolviendo la recurrencia,
[BKST78|| demostraron que el nimero de vectores no-dominados estd acotado por
O((logN)™™").
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Fig. 2.3 Proporcion de soluciones no comparables [EA02].

Apenas aparecieron los primeros MOEAs basados en Pareto, [FF95] tomaron
nota de que, debido al incremento en el nimero de soluciones no-dominadas, estos
métodos podrian no obtener soluciones satisfactorias en problemas donde se con-
sideran muchos objetivos conflictivos simultineamente; sin embargo, los autores no
realizaron un andlisis mds acabado sobre la cuestion. Luego, Deb presenté en [Deb01)
pags. 400-405] un estudio empirico donde se cuenta el nimero de soluciones no-
dominadas que existen en un millén de poblaciones generadas aleatoriamente para
diferentes combinaciones de tamafio de poblacién y nimero de objetivos. El resul-
tado experimental muestra como, un incremento del nimero de funciones objetivo
hace que un gran nimero de soluciones pertenezcan al conjunto de soluciones no-
dominadas. Entonces, en [Deb0l1] se concluye que los MOEAs basados en Pareto
no pueden ser capaces de proveer la presion de seleccién necesaria para conducir
la bisqueda evolutiva hacia las mejores soluciones, e incluso que el elitismo puede
volverse dificil de implementar.

En la Figura 2.3] puede verse por un lado la forma en que se clasificarfa una
solucién de valor (0.5;0.5) en un espacio de dos objetivos donde cada valor puede
estar en el rango de 0 a 1. Como se sefiala, la proporcion de elementos no comparables
es 1/2, mientras que agregando una dimensién mds la proporcién de elementos no
comparables es de 6/8. En el trabajo de Farina y Amato [FAQ2] se provee la siguiente
expresion general para el crecimiento esperado de la proporcién e del espacio del
dominio con los puntos que la relacién de dominancia Pareto clasifica como no
comparable con respecto a una solucién dada:

m
e= 22—mz (2.9)

Entonces, como sefiala la Ecuacién (2.9), para una solucién dada, conforme el
niimero de objetivos m crece, la proporcion de soluciones no comparables con res-
pecto a dicha solucién tiende a uno. De esta forma, [FA02] explican que la dominan-
cia Pareto puede ser inadecuada para discriminar entre las soluciones en problemas
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many-objective. De esta forma, los algoritmos como el NSGA-II [DPAMO02] y otros
presentados ene el Capitulo [3] que utilizan el concepto de dominancia, no podrin
guiar adecuadamente la bisqueda en problemas con muchos objetivos ya que la
mayor parte de las soluciones en la poblacién evolutiva serdn no comparables y
por tanto el mecanismo de seleccion serd guiado por el célculo de la distancia de
crowding, incluso al comienzo del proceso evolutivo.

Teytaud [IeyO7|] comparé el limite inferior para el tiempo de computacion de
una clase dada de MOEA contra el limite superior de un procedimiento puramente
aleatorio. Los MOEAs analizados fueron aquellos que se basan solo en dominancia
Pareto binaria para comparar soluciones. El trabajo considera una familia de proble-
mas multi-objetivo con conjuntos Pareto suaves (smooth Pareto sets), que se ajustan
ala desigualdad de Lipschitz [TeyO7|] en el Frente Pareto y para las cuales una reduc-
cidén en el nimero de sus objetivos no es posible. Para estos problemas, el tiempo de
computacion se define como la cuenta de evaluaciones de la funcién objetivo y com-
paraciones por dominancia necesarias para obtener, con una probabilidad dada, un
conjunto Pareto aproximado con una precision dada para la distancia de Haussdorf
[TeyO7]). El andlisis presentado en [Tey(07] demostrd que, para los problemas consi-
derados, cuando el nimero de objetivos se incrementa, el limite superior del tiempo
computacional de una bisqueda aleatoria pura es muy cercana al limite inferior del
tipo de MOEA estudiado; por tanto, estos MOEAs son (en el mejor caso) resultan
equivalentes a la busqueda aleatoria cuando el ntimero de objetivos es grande.

Contrariamente a la idea de que incrementar el nimero de objetivos hace a
un problema mds dificil, [BEH*07] desarrollaron un andlisis teérico del tiempo
de ejecucién de un optimizador multi-objetivo mostrando que, con un objetivo
adicional, una funcién meseta (plateau function) dada, puede volverse tanto mas
facil como mds dificil. Consecuentemente, aumentar el nimero de objetivos puede
tanto acelerar como frenar a un MOEA dependiendo del problema y los objetivos
elegidos; de esta forma, el nimero de objetivos no es un indicador suficiente de la
dificultad de un problema.

[SLCCI11] analizaron la influencia, en términos de convergencia, del nimero de
objetivos sobre la dificultad de un problema de optimizacién multi-objetivo con-
tinuo. En [SLCCI11], los autores propusieron un conjunto de funciones de prueba
cuadréticas para simplificar la determinacion de la distancia de una solucién al con-
junto Pareto 6ptimo y al frente Pareto 6ptimo. Usando observaciones empiricas y
tedricas, los mismos concluyeron que agregar un objetivo a estos problemas puede
hacerlos mads dificiles; sin embargo, la diferencia no es significativa. Estos resulta-
dos fueron usados para analizar los problemas de escalabilidad sefialados por varios
investigadores en problemas mds complejos, sugiriendo considerar las siguientes
preguntas para un tratamiento numérico eficiente de los problemas many-objective
utilizando algoritmos evolutivos [SLCC11]: (i) cémo determinar qué solucién man-
tener y cudl descartar a fin de converger hacia el frente Pareto, (ii) cémo aumentar la
probabilidad de mejorar un individuo y (iii) cémo lidiar con la multimodalidad de
un MOP.

Como se puede notar, mientras los primeros trabajos sobre la dificultad de los
problemas de optimizacién con muchos objetivos prestaron atencion al nimero de
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objetivos y al ratio de soluciones no-dominadas, los trabajos mds recientes se enfocan
principalmente en analizar las interrelaciones entre los objetivos. A pesar de grandes
avances, aun quedan por responder las preguntas sobre cémo la dimensién y las
interacciones entre objetivos afectan la dificultad de diferentes tipos de problemas,
y como predecir el efecto de incluir objetivos adicionales en el desempefio de un
MOEA. Mis atin, no existe una definiciéon formal cominmente aceptada de lo que
significa un problema con muchos objetivos que considere tanto, el niimero de
objetivos como las interrelaciones entre ellos.

2.4 Visualizacion en optimizacion evolutiva de problemas con
muchos objetivos

En general cuando un algoritmo basado en poblaciones tal como un MOEA termina
una corrida de optimizacién, se requiere un tomador de decisiones para seleccionar
una solucién particular del conjunto de posibles soluciones obtenidas por el algo-
ritmo. En la optimizacién multiobjetivo, el andlisis visual juega un papel importante
ayudando a los tomadores de decisiones a: explorar el conjunto de alternativas, esti-
mar la ubicacién, rango y forma del frente de Pareto, evaluar conflictos y compen-
saciones entre objetivos, seleccionar soluciones preferidas, monitorear el progreso o
la convergencia de una ejecucion de optimizacion, evaluar el desempefio relativo de
diferentes MOEA, entre otros [TE15]]. Con mas de dos objetivos la visualizacién de
soluciones de compromiso es una tarea no trivial, que se vuelve mds cada vez mds
dificil a medida que aumenta el nimero de objetivos [Mie03].

Existen tres clases o categorias en las que los métodos para visualizar un conjunto
de soluciones para un problema many-objective pueden agruparse [vLBB14]. En
la primera clase, los objetivos se muestran en grupos de dos o tres a la vez; un
ejemplo de este tipo de métodos de visualizacién son los diagramas de dispersién
matricial scatter plot matrix [Deb0l]. En este tipo de graficos se muestran los
compromisos entre pares de objetivos para facilitar el andlisis. Sin embargo cuando
el ndmero de objetivos es muy grande mostrar los objetivos en pares puede ser
impracticable. Ademads, la visualizacién parcial de las soluciones puede impedir
visualizar las relaciones existentes entre todo el conjunto de objetivos. Por otra parte,
puede resultar complicado comparar graficamente dos (0 mds) grandes conjuntos de
aproximaciones simultdneamente [vLBB 14, [TE15]].

La segunda clase de métodos de visualizacion se compone de aquellos que mues-
tran todos los objetivos en un solo grafico [HY16, IRMDI16, IRMDI18, [LZY 17,
PMNO7, IWFE12]. Ejemlos de graficos en esta categoria son: el grafico de coor-
denadas paralelas, los graficos de barra, sistema coordenado de estrella, diagramas
de pétalos, representaciones pentagonales y los mapas de calor [Mie03], IPMNO7/].
Entre las alternativas antes sefialadas, el grafico de coordenadas paralelas [[D90]
puede ser considerado el método de visualizacién mds aplicado en los trabajos de in-
vestigacion sobre resolucion de problemas con muchos objetivos utilizando MOEA
[EPLO5., ILZS* 10, ISAT12]]. El gréifico de coordenadas paralelas es un grafico de dos
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dimensiones, donde las etiquetas correspondientes a los objetivos estdn en el eje
horizontal y los valores normalizados de cada uno de los objetivos estdn en el eje
vertical. Usando graficos de coordenadas paralelas, puede ser posible visualizar las
relaciones de conflicto o armonia entre objetivos de manera heuristica [FPLOSJ|. Sin
embargo, a pesar de su popularidad, el uso de graficos de coordenadas paralelas
para mostrar soluciones de problemas de optimizacién de muchos objetivos no es
sencillo. Por tanto, muy recientemente, Li et al. [LZY17] presentaron un trabajo
con pautas para un uso adecuado de grificos de coordenadas paralelas con muchos
objetivos.

Los mapas de calor (heatmaps) constituyen otra alternativa para visualizar con-
juntos de soluciones en problemas many-objective considerando simultdneamente
todos los objetivos [PMNQ7]. Un heatmap es un arreglo de dos dimensiones donde
cada fila representa una solucion y cada columna representa un pardmetro u objetivo,
y los colores de las celdas representan el valor. A fin de mejorar el andlisis visual uti-
lizando heatmaps, [PMNO7] han propuesto técnicas de agrupamiento jerarquico para
mantener juntas soluciones con valores de objetivo similares. Mds recientemente,
[WFEE12] presentaron un método para reordenar un heatmap de acuerdo a un ranking
de vectores utilizando una medida de similaridad basada en anélisis espectral.

El dltimo grupo de paradigmas de visualizacién presentado aqui considera las
caracteristicas del conjunto solucién para reducir el nimero de objetivos y facilitar
un andlisis cuantitativo [[dFFG15}|0S03) [KY07bl]. Como un ejemplo, [OS03] pro-
pusieron un procedimiento de dos etapas en el cual la primera etapa usa un modelo de
red neuronal no supervisado, llamado mapa auto-organizado (self organizing maps),
para proyectar soluciones con m dimensiones en un espacio de menor dimensiona-
lidad, y, en una segunda etapa, se utiliza un agrupamiento jerarquico para facilitar
el andlisis cuantitativo. Otro trabajo que usé un procedimiento de dos etapas para
reducir la dimensionalidad a efectos de visualizacion es [KYQ7b]. En este caso, la
primera etapa mapea el conjunto solucién a un conjunto Pareto de dos dimensiones,
mientras que la segunda etapa es el mapeo de las soluciones no-dominadas.

A pesar de las alternativas sefialadas anteriormente, aun faltan por desarrollar
técnicas que resulten intuitivas, escalables y faciles de entender para visualizar
conjuntos de soluciones de compromiso en problemas con muchos objetivos, siendo
la visualizacién un tpico de investigacion interesante, que se espera sea cada vez
mds explorada.



Capitulo 3
Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo

La falta de métodos deterministicos eficientes y eficaces para la resolucién de proble-
mas con objetivos miltiples, motivé la busqueda de métodos alternativos. El notable
éxito obtenido por los algoritmos evolutivos en optimizacién monobjetivo y las car-
acteristicas propias de los mismos despertaron el interés de los investigadores en
utilizarlos también en optimizacién multiobjetivo. En la actualidad, la optimizacién
evolutiva multiobjetivo (Evolutionary Multi-objective Optimization es un
drea de investigacién muy importante tanto para cientificos como para ingenieros,
no sélo porque la mayor parte de los problemas consideren por naturaleza obje-
tivos multiples, sino también porque ain quedan por resolver un sin nimero de
interrogantes en esta disciplina.

Si bien la nocién de busqueda genética para la exploracién de soluciones Opti-
mas en problemas con varios objetivos se remonta a fines de la década de los 60s,
los primeros algoritmos evolutivos que consideraban de forma simultdnea objetivos
multiples se desarrollaron recién a inicios de los noventa. El primer congreso inter-
nacional de EMOO se realizé en marzo del 2001 [ZDT*01]] y a partir de entonces
se vienen realizando bianualmente siendo un importante espacio de intercambio de
ideas en el drea. En relativamente poco tiempo, la computacién evolutiva multiob-
jetivo, se ha establecido como e/ método para aproximar el frente Pareto-6ptimo en
problemas de este tipo. Esto se debe fundamentalmente al paralelismo intrinseco de
los algoritmos evolutivos que les permite explorar similaridades entre las soluciones
de forma eficiente y a la capacidad de capturar varias soluciones Pareto-Optimas en
una tnica corrida de optimizacién [ZDTOO].

Los diferentes métodos para trabajar con objetivos multiples utilizando algoritmos
evolutivos se pueden clasificar, en forma sencilla, en técnicas de primera, segunda y
tercera generacion. Pertenecen a la primera generacion las propuestas iniciales que
no consideran conceptos de Pareto asi como a los primeros algoritmos evolutivos
multiobjetivo basados en Pareto. La segunda generacion estd caracterizada bésica-
mente por algoritmos basados en dominancia Pareto que incorporan alguna forma
de elitismo. Mientras que la tercera generacion se caracteriza por una diversidad de
enfoques como: la utilizacion de indices, nuevos criterios de dominancia, técnicas
de descomposicion, algoritmos coevolutivos, ademds de la implementacion y de-

33



34 3 Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo

sarrollo de los primeros algoritmos evolutivos para la resolucién de problemas con
muchos objetivos.

Puesto que los algoritmos genéticos requieren informacién escalar sobre el valor
de adaptabilidad de los individuos, no es extrafio que los primeros enfoques evo-
lutivos para lidiar con objetivos multiples se basen en la idea de combinar un
algoritmo genético simple con métodos de escalarizacién de la funcién objetivo.
Asi, estos primeros enfoques se encargaban de optimizar una funcién agregada en
vez de optimizar la verdadera funcién multiobjetivo [Coe00, [FF94. [Vel99].

Schaffer presenté en [Sch84] el primer[EA]que no utiliza funciones de agregacion
para resolver problemas multiobjetivo, al que llamé Vector Evaluated Genetic Algo-
rithm (VEGA)). Este algoritmo utiliza un procedimiento evolutivo que basicamente
divide una poblacién genética en subpoblaciones, en las que se considera el valor de
adaptacion de los individuos de acuerdo a un objetivo distinto para cada subpoblaciéon
y realiza el cruzamiento mezclando individuos de distintas subpoblaciones. El re-
sultado final del procedimiento de seleccién del VEGA corresponde a promediar
los valores de cada uno de los objetivos [FE94]. A pesar que Schaffer tuvo algin
éxito, especialmente para la resolucién de problemas en aprendizaje de maquina
[SG8S5], el método propuesto resultd ineficiente para explorar espacios de objetivos
no convexos comportiandose bien sélo en una dimensién [Coe00Q].

En los afios siguientes a la presentacion de se publicaron muy pocos
trabajos en el drea de optimizacidn evolutiva para problemas con objetivos multi-
ples, los cuales tampoco lograron el éxito esperado. Estos trabajos proponian, por
lo general, alguna combinacién de métodos tradicionales con algoritmos evolutivos
[EE94, [Vel99]. Por ejemplo, en [Fou85|] se presenta un algoritmo que utiliza un
método de seleccion basado en ordenamiento lexicografico, donde pares de indi-
viduos se comparan de acuerdo a un objetivo prioritario. En caso de empate se
considera el segundo objetivo de mayor prioridad, y asi sucesivamente para cada
objetivo.

Un renacimiento en el campo se produjo en la década de los noventa con la
aparicién de los primeros algoritmos que consideraban de forma simultinea la
optimizacién de objetivos multiples utilizando el concepto de dominancia Pareto. El
Multiobjective Genetic Algorithm (MOGA)) de Fonseca y Flemming [FF93al [FF93b]],
el Niched Pareto Genetic Algorithm de Horn y Nafpliotis [HN93| [HNG94],
y el Nondominated Sorting Genetic Algorithm de Srinivas y Deb [SD93|
SD94} [SD95] fueron los primeros basados en Pareto. Estos algoritmos,
pertenecientes a la primera generacién de algoritmos evolutivos multiobjetivo, fueron
aplicados a una amplia gama de problemas multiobjetivo, donde demostraron un
mejor desempeio que el de los enfoques no basados en Pareto.

Como dijimos, a pesar del éxito obtenido por los MOEAs de la primera genera-
cién basados en Pareto, una vez que estos encontraban una solucién nodominada en
una generacion, €stas podian perderse cuando se aplicaban los operadores genéticos
en las sucesivas generaciones. Para evitar la pérdida de buenas soluciones, el con-
cepto de elitismo, utilizado en algoritmos monobjetivo, se extendié al campo de la
optimizacion evolutiva multiobjetivo considerando la existencia de mdltiples solu-
ciones posibles. Asi, los MOEAs de segunda generacion estdn caracterizados por la
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utilizacién de conceptos de Pareto conjuntamente con alguna forma de elitismo para
la busqueda de soluciones. Algunos algoritmos correspondientes a la segunda gene-
racién son: el Strenght Pareto Evolutionary Algorithm de Zitzler y Thiele
[ZT98./ZT99b], el[NSGA-TIlde Deb, Agrawal, Pratab y Meyarivan [DAPMOO], entre
otros.

Durante la ejecucion de un MOEA basado en Pareto, un conjunto de soluciones
Pareto Optimas con respecto a la poblacién genética actual es encontrado en cada
generacion. A dicho conjunto se le denota como P(t), donde  representa el nimero de
generaciones transcurridas desde el inicio del procedimiento de evolucién. Mientras
que el frente Pareto correspondiente a P(z) se denota como PF(¢). El conjunto de
soluciones obtenidas al final de la ejecucién de un MOEA basado en Pareto, esto es,
el conjunto Pareto conocido, se denota con Pgpoy 5. La notacién utilizada para el
frente Pareto asociado es PF g0y n respectivamente.

Puesto que los MOEAs se implementan sobre un modelo computacional finito
(una computadora), los conjuntos generados son finitos. El conjunto Pareto "ver-
dadero" para el modelo computacional se denota con Py, Yy su correspondiente
frente Pareto Optimo como PF;,,.. Los diferentes conjuntos generados deben ser
suficientemente fieles al modelo matemdtico original, utilizado en el planteamiento
del[MOP] Cuando se resuelve un [MOP] utilizando MOEAF, la suposicién implicita
es que se cumple con al menos una de las siguientes relaciones: Pinown = Prrues
Prnown € Pirue 0 Prnown = P* [VZL03]. Donde P* representa el frente Pareto
Optimo tedrico real.

En las secciones que siguen se presentan los MOEAs de primera y segunda
generacién mds relevantes y, luego, en el Capitulo ] se presentan los algoritmos de
tercera generacion para problemas con muchos objetivos, mientras que en el Capitulo
B]se introducen los MOEA basados en descomposicion.

3.1 MOEAs de primera generacion
3.1.1 Multiobjective Genetic Algorithm

El (Multiobjective Genetic Algorithm) fue propuesto en [FF93al [FF93b]
como un algoritmo genético multiobjetivo basado en una modificacion al algoritmo
genético simple en la etapa de seleccién. El algoritmo se basa en un método de
clasificacion (ranking) de los individuos de la poblacién genética de acuerdo al
nimero de elementos que lo dominan. A partir de la informacién del procedimiento
de clasificacién, a cada individuo se le asigna un valor de adaptacién. Luego, se
utiliza un mecanismo de formacién de nichos para evitar la convergencia prematura
y mantener la diversidad.

El procedimiento de clasificacién utilizado enMOGA]asigna en cada generacion a
todos los elementos de 1a poblacion genética un ranking igual al nimero de elementos
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que lo dominan mds uno. Esto es, denotando como pl@ al namero de individuos en
la poblacién que dominan a un individuo P[i](#) y como P[i](#);ank @ su ranking
paratodoi € {1,..., N}, el procedimiento de clasificacion del MOGA|hace:
P[i] (t)rank =1 +p§t)

siendo:

p" = 1{j1je{l....,Nt APL) < Pl M,  GD
donde:

||.]le denota cardinalidad

Todos los elementos nodominados de la poblacion P(t) recibirdn una clasificacion
de 1, mientras los dominados tendrdn una clasificaciéon mayo a 1. En este esquema de
clasificacidn, no todos los niveles estdn necesariamente representados en la poblacion
en una generacion particular. Clasificados todos los elementos de la poblacion, la
asignacién de fitness en[MOGA| se realiza de la siguiente manera:

1. Ordenar la poblacién de acuerdo a la clasificacion.

2. Asignar valor de adaptacion a los individuos interpolando de la mejor clasificacion
a la peor de todas, de acuerdo a alguna funcién (usualmente lineal).

3. Promediar el valor de adaptacion de los individuos con la misma clasificacion, de
tal forma que todos puedan ser muestreados a la misma tasa. Este procedimiento
mantiene el fitness global de 1a poblacién constante mientras que se mantiene una
presion de seleccién apropiada.

Debido a errores aleatorios en el proceso de seleccién, cuando se tienen multi-
ples éptimos equivalentes, las poblaciones finitas convergen hacia una sola de ellas
[EE93al [FE93]). Este fenémeno ha sido observado en algoritmos genéticos utiliza-
dos para la optimizacién de funciones multimodales monobjetivo. Para evitarlo, se
desarrollaron e implementaron con éxito las técnicas de distribucién del valor de
adaptacion y los métodos de formaci6n de nichos (seccién[I.5). En[MOGA|se utiliza
una extension de estas técnicas para la optimizacién multiobjetivo implementando
sharing en el espacio objetivo, utilizando la ecuacién entre pares de elemen-
tos nodominados y norma infinita o euclidiana para el cdlculo de distancia, a fin
de evolucionar una representaciéon uniformemente distribuida de la superficie de
compromiso global.

EIMOGA|presentado en [FF93a] utiliza restriccién de apareamiento a fin de evitar
la recombinacién entre cromosomas de nichos diferentes (seccién [.5.2) como en
[DG89J. Si bien dicha técnica demostrd ser adecuada para problemas con objetivo
Unico, la pobre efectividad de la misma para problemas multiobjetivo ha hecho que
en trabajos posteriores no se haya continuado con su utilizacién [PEQ1,[ZDT99].
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3.1.2 Nondominated Sorting Genetic Algorithm

El Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA)) [SD93|[SD94, [SD93], al igual
que e[MOGA] difiere del algoritmo genético simple sélo en la manera en que procede
la selecciodn, especificamente en la manera de asignar el valor de adaptabilidad. Los
operadores de cruzamiento y mutacién permanecen sin modificaciones. As{ mismo,
tanto el [NSGAlcomo el [MOGAlse basan en la utilizacién de un método de seleccién
por clasificacién para enfatizar los puntos actuales nodominados y un método de
niching [Mah95,Mah97|| para preservar la diversidad en la poblacién. Sin embargo,
el utiliza un procedimiento de clasificacion que, a diferencia del utilizado
en[MOGA] no considera el nimero de elementos que dominan a un individuo para
clasificarlo, sino su nivel de dominancia. Esto es, el [NSGA] utiliza en forma directa
la idea de realizar un procedimiento de bisqueda de Sptimos para optimizacién
multiobjetivo basado en una clasificacién segtin la nodominancia, conforme fuera
presentado en [[Gol89].

El procedimiento de asignacién del valor de adaptacion basado en clasificacion
por nodominancia (nondominated sorting procedure) utilizado en[NSGA]se presenta
en el Algoritmo 3] En este procedimiento, primeramente se identifican los elemen-
tos nodominados de la poblacién considerada; estos constituyen el primer frente
nodominado de la poblacién. Para ello, inicialmente, se marcan todos los elementos
de la poblacién como nodominados. En el Algoritmo (3| se denota con un subindice
dom a un campo del individuo que indica si es dominado o no. Ademads, se utiliza
el sub-indice objs para indicar el vector objetivo de un individuo. Inicialmente, a
todos los individuos de la poblacién se le asigna en su correspondiente campo dom
un valor de falso, esto es, inicialmente todos son nodominados. Se inicializa a cero
un contador de frentes f. Luego, el primer individuo de la poblacién, P[i] coni = 1,
se compara con relacién a la dominancia con respecto a cada uno de los individuos
de la poblacién hasta encontrar un elemento que lo domine. Cuando esto ocurre,
se marca el individuo P[i] como dominado y se repite el procedimiento para el
siguiente individuo en la poblacion hasta que i = N.

Una vez que todos los individuos se comparan con respecto a la dominancia, los
individuos no marcados son los nodominados con respecto a la poblacién P. Estos
individuos constituyen el primer frente de individuos nodominados, denotado por
¥/ con f =0.Note que, en el peor de los casos, cuando todos son nodominados, el
procedimiento de clasificacién presentado requiere N> comparaciones con respecto
a la dominancia.

A todos los elementos del frente identificado se le asigna un valor de adaptaciéon
df, que en el caso del Algoritmo [3]inicialmente es igual al tamafio de la poblacién
genética N. Este valor de adaptacion asignado a cada elemento del frente identi-
ficado, es un valor de adaptacion ficticio (dummy fitness) que provee a todos los
individuos del primer frente de un igual potencial reproductivo [SD93|]. Con el fin
de mantener la diversidad en la poblacidn, el valor de adaptacién asignado a cada
individuo del primer frente se comparte entre los elementos que componen dicho
frente, dividiéndolo por la cuenta del nicho en el frente. Para ello se implementa el
procedimiento de fitness sharing presentado en el Algoritmo 4] [SD93].
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Algoritmo 3: Procedimiento de asignacion de valor de adaptacién en[NSGA

(= 7 B NI S

=

20

21

22

23
24

Procedimiento: fitness_assignement_nsga
Entrada : Poblacién genética P
Salida : Poblacion genética P con el valor de adaptacién asignado a cada individuo
V Pli] € P; Plilgom = f also // marcar todos los elementos como no-dom.
f =0// hacer la cuenta de frentes igual a 0
df =N ; // iniciar el dummy fitness igual al tamafio de la poblacién P
// mientras queden elementos sin considerar
mientras ||P||. > 0 hacer
f=f+1; // incrementar la cuenta de frentes
// para cada elemento P[i] de P
parai =110 ||P||. hacer
// para cada elemento P[j] de P
para j =110 ||P||. hacer
// si el elemento P[j]| domina a P[i]
si P[j] < P[i] entonces
Plilaom = true; // marcar elemento P[i] como dominado
break ; // salir del ciclo
fin
fin

fin

// los elementos de P no marcados conforman el frente f
7 = {P[i] | Plilaom = f also};

// asignar a cada elemento del frente f un fitness grande

VFL € F75 Flil) s = 4F 3
// aplicar sharing a los elementos del frente Fr
ﬁtness_sharing_procedure(Tf );

// guardar el peor valor de fitness del frente f en df

df = min{Flil}, pees| FLI € 77}

// reducir df en € y usarlo como dummy fitness del siguiente
frente

df = df — €;// extraer de P el frente recientemente
identificado reasignando los indices

P=P\7/;

// marcar todos los elementos de la poblacién como no dominados

VP[i] € P; Plilaom = f also;

fin
// recomponer P con los elementos de todos los frentes

pP=ul 7

Determinado el primer frente de individuos nodominados de la poblacién y

finalizado el procedimiento de fitness sharing, se obtiene el peor valor de adaptacion
entre los individuos del primer frente y se guarda en df. Un valor ligeramente
inferior a este serd asignado como dummy fitness para los elementos del siguiente
frente considerado, por lo que df se reduce en un € > 0. Luego, los individuos
del primer frente son eliminados de la poblacién genética P de forma temporal. El
procedimiento de clasificacion se repite para los elementos de la poblacién P sin los
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elementos del primer frente. Para ello, los elementos en P se vuelven a marcar todos
como no dominados. El procedimiento contintia hasta que todos los frentes hayan
sido identificados, es decir todos los elementos tengan asignado su correspondiente
valor de adaptabilidad.

Algoritmo 4: Procedimiento de fitness sharing utilizado enNSGA|

1 fitness_sharing_procedure Entrada: conjunto de individuos 77 del f -ésimo frente
nodominado, radio de nicho g4, Salida : conjunto de individuos 77 con fitness
compartido asignado a cada elemento. parai = 1 7o || || hacer

2 para j =1 to || 77 || hacer
// calcular valor de sharing (Ecuacioén para P = FI)
3 dij = |F lilobjs — 7 Lilobjs|li  // dij dist. Euclid. entre objs.
de 7 [i] y ¥ [Jj]
4 sid;j < Oshare €ntonces
s | sh=1- (G0
share
6 en otro caso
7 L sh=0
8 F [ilncount = 77 [ilncount + sh; // calcular la cuenta de nicho para
F7 [i] (Ecuacién

9o 7 [i]fitness = % ; // calcular el fitness compartido (Ecuacién i

Finalizado el procedimiento de asignacion del valor de adaptabilidad, la poblacién
es sometida al operador de seleccion utilizando el método de ruleta ponderada
(secci6n [I.3.1) y a los demds operadores genéticos como es usual. Puesto que los
elementos del primer frente tienen valores de adaptacion mejores que los de cualquier
otro frente, estos siempre obtienen mas copias que el resto de la poblacidn. Asi, este
método dirige la bisqueda hacia las regiones de nodominancia, lo que finalmente
conducirfa al frente Pareto éptimo.

3.1.3 Niched Pareto Genetic Algorithm

En [HN93| [HNG94] se propone el Niched Pareto Genetic Algorithm el
cual, como los casos anteriores, difiere del algoritmo genético simple tnicamente
en el procedimiento de seleccion. Sin embargo, este algoritmo no utiliza ningtin
procedimiento de clasificacién por dominancia, sino que propone una variacién del
procedimiento de seleccién por torneo (seccién[I.3.1]) llamado torneo por dominan-
cia Pareto y la utilizacién de un procedimiento de sharing para romper empates y
determinar un ganador.

En los procedimientos de seleccién por torneo, un conjunto de elementos son
seleccionados en forma aleatoria de la poblacién genética actual y el mejor de este
conjunto es seleccionado. Estos procedimientos, disefiados para EAs aplicados en
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problemas monobjetivo, asumen que se desea una tnica solucién al problema. Esto
es, se desea que luego de cierto niimero de generaciones la poblacién converja a
una solucién [HNO3]. Para evitar esta convergencia a un tnico punto, en [HN93]|
se propone utilizar el operador de dominancia para la seleccién de individuos que
compiten para ser seleccionados.

Si bien la relacién de dominancia Pareto conduce de forma directa a un torneo
binario, en el cual dos individuos seleccionados de manera aleatoria se comparan de
acuerdo a la domancia y aquel que domine al otro gana. Sin embargo, este tamafio
de muestra es insuficiente para estimar que tan buena es una solucién con respecto
al conjunto. Por ello, en [HN93]] se propone un método distinto para la realizacién
de la seleccion por torneo Pareto.

El Algoritmo[5]presenta el procedimiento de seleccion por torneo Pareto utilizado
en el para seleccionar un conjunto de individuos, de tamafio igual al de
la poblacién genética, para la aplicacidn posterior de otros operadores genéticos
conocido como conjunto para apareamiento (matting pool). En el procedimiento de
seleccion del [NPGA|se seleccionan de la poblacién genética de forma aleatoria dos
individuos candidatos P[i] y P[j]. También se selecciona de la poblacién genética
un conjunto de comparacién P j,,,. Luego, cada uno de los candidatos se compara
contra cada uno de los elementos del conjunto de comparacién con relacién a la
dominancia. Si un candidato es dominado por el conjunto de comparacién y el otro
no, se selecciona el nodominado. El tamafio del conjunto de comparaciéon (tg0.,)
proporciona el control sobre la presion de seleccion, lo que se llama presion de
dominancia (domination pressure).

Si ninguno de los candidatos o ambos son dominados por el conjunto de compara-
cién, entonces se utiliza una forma simplificada de sharing para elegir un ganador. En
este procedimiento de sharing, se calcula el nimero de individuos previamente se-
leccionados que se encuentran en las cercanias de cada solucién candidata [HNG94]).
En caso que M se encuentre vacio, el cdlculo de la cuenta de nicho se realiza so-
bre (Pg4om)- Debido al interés en mantener la diversidad, el candidato que tenga el
menor nimero de individuos en su nicho es considerado como el mejor y por lo
tanto seleccionado. Si el empate persiste, se elige uno de estos individuos de forma
aleatoria.

La Figura[3.1|representa el concepto de niching para romper empates en [NPGA]
para un problema de minimizacién de dos objetivos [EG02] cuando el matting pool
se encuentra vacio. En dicha figura, se presenta un conjunto de individuos para la
comparacion y dos individuos candidatos (1 y 2). Ambos candidatos no nodominados
con respecto al conjunto comparacion. Para romper el empate, se debe considerar el
nimero de individuos en el conjunto comparacidn que se encuentran en las cercanias
delos individuos. Aquel individuo con menos "vecinos" serd el ganador. En este caso,
existen mds individuos en las cercanias del candidato 1 y menos en las cercanias del
candidato 2. Entonces, el candidato 2 es el seleccionado para la posterior aplicacién
de otros operadores evolutivos.
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Algoritmo 5: Procedimiento de seleccion por torneo Pareto, utilizado por el

[NPGAI

1
2
3

15

17

19

20
21
22

23
24

procedure: selection_npga

Entrada: Poblacién P, radio de nicho 054, presion de dominancia #44, -

Salida: Conjunto M de individuos seleccionados para la aplicacién de otros operadores
genéticos.

M=0; // La poblacién M inicialmente se encuentra vacia
// Hasta que el numero de elementos en M sea igual al de P

repetir

Seleccionar aleatoriamente dos individuos P[i], P[j] € P

Seleccionar aleatoriamente un conjunto de comparacioén Py, © P con tgom

individuos.
si P[i] es nodominado con relacion a Pyom y P|J] es dominado entonces
L M=M+{Pl[i]}; // agregar el individuo P[i] a M

en otro caso

si P[j] es nodominado con relacion a Pgyopm y P[i] es dominado entonces

M =M+ {P[jl}; // agregar el individuo P[j] al conjunto
M

en otro caso

si ||M||. = 0 entonces

R // Calcular cuantos individuos en Pg,,, estan a una
distancia ospgre de Pli] y P[J]

n; = ||{ k | k e {15--~’td0m}/\ ||P[i]ol7j.r _Pdom[k]objslld <
o'share}llc n; = ”{ klke
{L---atdom}/\ ||P[j]0bjs_Pdom[k]objslld < o-share}llc

en otro caso
// Calcular cuantos individuos en M estan a una
distancia ospgre de Pli] vy P[j]
ni=|{klkef{l,....[IMllc} A [IP[ilobjs = M[klobjslla <
O-Share}”c' n; = ”{ k | ke
{15 LR ||M||(‘} A ||P[J]0ij _M[k]objst < O’xhare}“c‘
sin; < n; entonces
M =M +{P[i]}; // si P[i] tiene menos individuos en su
radio de nicho agregarlo a M
en otro caso
sin; < n; entonces
M =M+ {P[jl};// si P[j] tiene menos individuos en
L su radio de nicho agregarlo a M
en otro caso
M = Plrand(j,i)]; // si el empate persiste se
L selecciona en forma aleatoria

25 hasta que ||M||. = N;
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Fig. 3.1 Concepto de Niching en NPGA.

3.2 MOEAs de segunda generacion
3.2.1 Strength Pareto Evolutionary Algorithm

En [ZT98| [ZT99b] se presenta un nuevo enfoque evolutivo para la optimizacién
multiobjetivo, el Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA). Este algoritmo
difiere de los anteriores en varios aspectos. Primeramente, utiliza dos poblaciones,
incorporando el concepto de elitismo a través del almacenamiento de las solu-
ciones nodominadas en una poblacion externa, la cual participa del procedimiento
de seleccién. Ademds, el cdlculo del valor de adaptacién se realiza utilizando un
procedimiento basado en la asignacion de un valor de fuerza (strength) a todos los
elementos de la poblacién externa. Este procedimiento induce la formacién de nichos
a partir del concepto de dominancia Pareto, llamado niching por strength [£198].
Puesto que el conjunto de soluciones en la poblacién externa puede ser grande y ésta
interviene en el proceso evolutivo, también se utiliza un procedimiento de clustering
para reducir el nimero de soluciones en dicho conjunto cuando este nimero supera
un maximo permitido.

Los pasos principales y el diagrama de flujo del[SPEA|se muestran en el Algoritmo
[6] y en la Figura [3.2] respectivamente. Inicialmente se crea una poblacién genética
P de tamaiio N y un conjunto externo de soluciones nodominadas P’ vacio. Luego,
las soluciones nodominadas de la poblacién genética son copiadas al conjunto P’.
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Algoritmo 6: Procedimiento principal del SPEA.

Paso 1: Generar una poblacién inicial P y crear el conjunto nodominado externo P’ = 0;
Paso 2: Copiar los miembros nodominados de P a P’;

Paso 3: Eliminar las soluciones en P’ cubiertas por cualquier otro miembro de P’;

Paso 4: Si el nimero de soluciones en el almacenamiento externo excede un maximo N,
reducir P’ por medio de clustering (Algoritmol[7);

Paso 5: Calcular el fitness de cada individuo en P, asi como en P’ (Algoritmo;

Paso 6: Seleccionar individuos de P(t) + P’(¢) (unién multiconjunto), hasta que el pool
de apareamiento P (z + 1) se llene;

Paso 7: Aplicar los operadores de mutacion y cruzamiento especificos del problema como
esusual. [Paso 6]t =1+ 1;

8 Paso 8: Si se alcanza el mdximo niimero de generaciones parar, sino ir al Paso 2;

AW N =

a v

N

De este conjunto se eliminan las soluciones cubiertas por cualquier otro miembro de
dicho conjunto.

Generate Initial Population Pjand an
empty archive Ag.Set =0

'

Copy nondominated solutions
from P, to Ay

Prune A; applying a
clustering procedure

I

Size of Ay = max. size]

Get final solution set

t= max generation?
yes from A,

Calculate fitness of
individuals in Py and A,
v

Selection, Crossover and Mutation

using P; and A; to form Py 14

~| Set t=t+1

Fig. 3.2 Diagrama de flujo principal del SPEA.

Definicion 3.1 Soluciones cubiertas en una poblacion: Dada una poblacion P de
tamafio N, para cualquier par de individuos en la poblacién P[i] y P[j], i,j €
{1,..., N}, sedice que P[i] cubre a P[j] siysdlosi:i # jy P[i] < P[/]. Es decir,
si dados dos individuos en una poblacién, con indices distintos i y j, el individuo



44 3 Algoritmos Evolutivos Multiobjetivo

en la posicion i cubre al individuo en j si y sélo si considerando sus objetivos el
individuo P[i] es mejor o igual al individuo P[], esto es P[i] < P[/].

En ciertos problemas, el conjunto Pareto puede ser extremadamente grande,
incluso infinito. Desde el punto de vista del tomador de decisiones, recibir todas
las soluciones nodominadas encontradas es poco util cuando el nimero de éstas
excede limites razonables. Mds atin, el tamafio del conjunto externo nodominado
influencia el comportamiento del SPEA. Por un lado, debido a que P’ participa
en la seleccion, demasiadas soluciones nodominadas podrian reducir la presién de
seleccion y hacer la busqueda mas lenta. Por otro lado, el mecanismo de niching
por strength se basa en una disposicion uniforme de los puntos en P’. Si estos
puntos no estdn distribuidos en forma uniforme, el proceso de asignacién de fitness
posiblemente tenderd hacia ciertas regiones del espacio de buisqueda, conduciendo
esto a una distribucion desbalanceada de la poblacién. Por lo tanto, si el nimero de
elementos en el conjunto de nodominados supera un nimero maximo dado (N'),
se procede a reducir el conjunto utilizando el procedimiento de clustering que se
describe en el Algoritmo

Algoritmo 7: Procedimiento de clustering para el SPEA.

1 Paso 1: Inicializar el conjunto de clusters C; cada punto nodominado externo P’[i] € P’
constituye un cluster distinto, C es el conjunto unién :

c=J " rin

Paso 2: Si ||C||. < N’, es decir si el niimero de clusters en C es menor o igual a N, ir al
Paso 5, sino ir al Paso 3.

2 Paso 3: Calcular la distancia de todos los posibles pares de clusters. La distancia d, entre
dos clusters ¢; y ¢; € C estd dada por la distancia promedio entre pares de individuos
pertenecientes a los dos clusters.

1
dp=——— > =i |
lletlle - Tlealle

i1€Cy,i€C)

3 Paso 4: Determinar dos clusters ¢ y ¢; con distancia minima y amalgamarlos en un
cluster mayor: C = C \ {c1, c2} U {c1 U ¢y }. Es decir se eliminan ¢; y ¢, del conjunto de
clusters y se agrega a C un nuevo cluster formado de la unién ¢ con c¢;. Ir al Paso 2.

4 Paso 5: Computar el conjunto nodominado reducido seleccionando de cada cluster el
punto con distancia minima a todos los otros puntos en el cluster considerado.

Luego, se calcula el valor de firness utilizando el Algoritmo @ Primero, a cada
individuo del conjunto externo de nodominados P’ se le asigna un valor real entre
en [0, 1). Este valor indica la utilidad de un individuo y se le denomina su strength.
El strength de un individuo P’[{] estd directamente relacionado con el nimero de
elementos en la poblacién genética para los cuales es mejor o igual. Esto es, dados
dos individuos cualquiera en la poblacién externa, el que domina de forma débil a
mds elementos en la poblacién genética tiene el valor de strength mayor. El célculo
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del valor del strength para un individuo en la posicién i de la poblacién externa P’

= 141 € {1.... N} A P[] < PLj1}le
N+1

El valor de adaptacién del individuo P’[i] serd igual a la inversa de su valor de
strength, esto es

P’ [i]strength = 3.2)

1

_— 3.3
P’ [l] strength ( )

P/[i]fitness =

Luego de calcular el valor de adaptacién de los individuos en la poblacién externa,

también basados en el cdlculo del valor de strength, se calcula el valor de adaptacién

de los individuos en la poblacion genética . El strength de un individuo P[j] € P

se calcula a partir de los strengths de todas las soluciones externas no dominadas
P’[i] € P’ que lo dominen. Esto es:

P[J.]strength =1+ Z P,[i]strength (34)
i,PI<P;

Nuevamente, el valor de adaptacién del individuo P[] serd igual a la inversa de

su valor de strength:
1
Pljlfitness = 57— (3.5)
s P[]]strength

Como resultado del procedimiento, los individuos en P’ que cubren una cantidad
menor de individuos en P reciben mayores valores de fitness que los otros miem-
bros de la poblacién. Los individuos que tienen muchos vecinos en el nicho son
penalizados debido al alto valor del strength de los puntos nodominados asociados,
esto es conocido como el niching por strength. La idea detrds de este mecanismo
es preferir siempre los individuos que estdn mds cerca del frente Pareto optimo y
al mismo tiempo, distribuirlos en toda la superficie factible. La principal diferencia
de este método con respecto al fitness sharing es que el nicho no esta definido en
términos de la distancia, sino de acuerdo a la dominancia de Pareto y no requiere el
establecimiento de ningiin pardmetro predefinido. Esto resulta mds adecuado ya que
en muchos problemas del mundo real la distancia no tiene un significado préctico
si se computa en el espacio objetivo, ya que cada objetivo puede estar expresado en
magnitudes totalmente diferentes y no comparables entre si, por ejemplo: millones
de dodlares, segundos, metros, etc.

Finalizado el procedimiento de asignacién del valor de adaptabilidad, se procede
a la seleccidn de los individuos para el cruce. Esta seleccidn se realiza entre los ele-
mentos de ambas poblaciones. En [ZT99b] se utiliza un procedimiento de seleccién
basado en torneo binario. Luego se aplican los operadores genéticos como es usual
hasta que el nimero médximo de generaciones sea alcanzado.

En [ZLTOlal] se presenta el algortimo SPEA2, el cual busca eliminar algunos
problemas potenciales del algoritmo original. Estos problemas son: la posibilidad de
que individuos dominados por el mismo nimero de individuos tengan el mismo valor
de adaptacién y que el procedimiento de clustering puede perder soluciones en los
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Algoritmo 8: Algoritmo de asignacion de fitness para el SPEA.

1 Paso 1: A cada solucién P’[i] € P’ se le asigna un valor real P’[i]s/rengen € [0, 1),
llamado su strength. P’ [i]strengrn €S proporcional al nimero de miembros de la
poblacién genética, P[j] € P paralos cuales P’[i] < P[j]. Sea N el nimero de
individuos en P, entonces, el valor del strength para el individuo i de la poblacién externa

P’ es: o . .
Pl I € (L NYAPL] < PL e
strength N +1

Esto es, el nimero de individuos en P que son cubiertos por P’ [i]sreng:n dividido el
tamafio de la poblacién genética mds uno.
2 Paso 2: El valor de fitness de P’[i] es:

1

P'lilfitness = 5
Jimness P’ [l]Strength

3 Paso 3: El strength de un individuo P[j] € P es calculado sumando los strengths de
todas las soluciones nodominadas P’ [i] € P’ que lo cubren.

P[j]strength =1+ Z Pl[i]strength
i,P]<P;

4 Paso 4: El valor de fitness de P[] es:

1
P/ fimess = r——
J 7 teness P[]]stren,gth

limites. Por ello, la segunda version del SPEA propone un mecanismo mejorado de
asignacion del valor de adaptacion, el cual considera no solo el nimero de individuos
que un individuo domina a otro sino también el nimero de individuos a los que el
domina. Igualmente, se propone un método mejorado de cédlculo de la densidad
de la vecindad y un mecanismo para truncar la poblacién externa que garantiza la
preservacién de las soluciones en los limites. La Figura [3.3] presenta el diagrama
de flujo principal del SPEA2. Como se puede observar, guarda grandes semejanzas
con el diagrama presentado en la Figura [3.2] correspondiente a la primera versién
del algoritmo.

3.2.2 Nondominated Sorting Genetic Algorithm II

En [DAPMOQ] se presentan los detalles del Nondominated Sorting Genetic Algo-
rithm II (NSGA-II), un nuevo algoritmo basado en clasificacién por nodominancia
para asignar el valor de adaptabilidad a los elementos de la poblacién genética. Son
varias las caracteristicas del que lo hacen diferente del [NSGA| original
[SD93| [SD94]. En primer lugar, el NSGA-II| incorpora un mecanismo de preser-
vacion de élites que asegura el mantenimiento de las buenas soluciones encontradas
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Fig. 3.3 Diagrama de flujo principal del SPEA2.

con anterioridad. En segundo lugar, el [NSGA-TI|utiliza un procedimiento rdpido de
clasificacién por nodominancia (fast nondominated sorting procedure) el cual incor-
pora un procedimiento especial de almacenamiento a fin de reducir la complejidad
computacional del algoritmo presentado en [SD93]. Por tltimo, a diferencia de su
antecesor, el no requiere de ningin pardmetro ajustable (ejemplo: Tgpare)
[DAPMOO]. EI conjunto de pasos basico del NSGA-II se muestra en la Figura [3.4]
En lo que sigue se explicara el detalle del funcionamiento de este algoritmo.

El Algoritmo[J]presenta el procedimiento rdpido de clasificacién por nodominan-
cia sobre el cual basa su funcionamiento el NSGA-TI| En este algoritmo primeramente
se determinan, para cada solucién P[i] de una poblacién P a clasificar:

1. El conjunto S; de las soluciones dominadas por P[i].
2. El ndmero nd; de soluciones que dominan a P[i].

Para ello, se comparan entre si con respecto a la dominancia todos los miembros
de la poblacién a clasificar. Si un elemento P[i] domina a un elemento P[], este
ultimo se agrega a un conjunto S;. En caso contrario, si P[j] es dominado por P[]
entonces se incrementa el valor del contador nd; de soluciones que dominan a P[{].
Note que un elemento P[j] de la poblacién puede pertenecer simultineamente a
nd; conjuntos de soluciones dominadas.
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Fig. 3.4 Diagrama bésico del algoritmo NSGA-II [DAPMO00].

Algoritmo 9: Procedimiento Répido de Ordenamiento por Nodominancia
del NSGA-TIl

1 ht]

2 Procedimiento :fast_nondominated_sort

3 Entrada :Una poblaciéon P

4 Salida : Una lista de los frentes nodominados

s paraeach P[i] € P hacer

6 para each P[j] € P hacer

7 si P[i] < P[] entonces

8 | Si=SiuP[jl; // incluir P[j] en S;
9 sino, si P[j] < P[i] entonces

10 |_ nd; =nd; +1; // incrementar nd;
1 si nd; = 0 entonces

// ninguna solucién domina a P[i]

12 Fl=FlU{P[i]}; // Pli] pertenece al primer frente
13 f=1; // el contador de frentes se hace igual a 1
14 mientras 77 # (0 hacer

15 H=10

16 Foreach P[i] € ¥/ ; // para cada miembro P[i] en ¥/
17 Foreach P[j] € S;; // modificar cada miembro del conjunto S;
18 nd; =ndj—1; // decrementar nd; en uno
19 si nd; = 0 entonces

20 L H=HU{P[jl}; // P[j] es dominado s6lo por elementos de
21 f=f+1; // se incrementa el contador de frentes
2 Ff =H; // el frente actual estd formado con los elementos de
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Una vez determinados tanto el conjunto de soluciones dominadas como el niimero
de soluciones que lo dominan, para cada elemento de la poblacién, se forma el
primer frente de soluciones nodominadas, denotado 7 1 con todos los elementos
cuya cuenta de individuos que los dominan es igual a 0. El algoritmo prosigue
recorriendo para cada elemento P[i] € F' su respectivo conjunto de soluciones
dominadas S;, reduciendo para cada elemento P[] € S; el valor de nd; que le
corresponde. Cuando el valor de nd; se hace igual a 0, se agrega P[] a una lista
H inicialmente vacfa. Cuando se han recorrido todos los elementos del primer
frente, en H quedan los elementos que s6lo son dominados por los elementos del
primer frente, es decir, los elementos del segundo frente 2. Luego se consideran
los elementos de 772 repitiendo el procedimiento para cada elemento de dicho frente.
El procedimiento finaliza cuando no quedan elementos cuya cuenta de elementos
que lo dominan se haga cero, esto es cuando todos los frentes han sido identificados
yH =0.

EI[NSGA-Tl]incluye también un procedimiento para estimar la densidad de solu-
ciones alrededor de cada solucién particular 7 [i] con respecto a los demds ele-
mentos del frente ¥/ . El Algoritmo [10|ilustra dicho procedimiento. En éste, para
cada individuo 7 [i], se calcula un valor denotado ¥ [i]isrance que sirve como
un estimador del tamafio del cuboide mdas grande que encierra la solucién sin incluir
ningtn otro punto de la poblacién (a esto se le llama crowding distance). Para ello, se
determina para cada individuo del frente considerado y para cada objetivo, cual es el
siguiente menor y el siguiente mayor valor dentro de dicho frente. Esto se consigue
ordenando de menor a mayor los elementos del frente para cada uno de los objetivos
considerados. Luego, el valor de la distancia de crowding de un elemento 7 [i] se
calcula sumando las distancias entre los individuos inmediatamente mayor y menor
considerando cada objetivo. Note que los objetivos usualmente se encuentran ex-
presados en unidades diferentes por lo que para obtener una estimacién correcta es
conveniente la normalizacion de los diferentes objetivos.

Algoritmo 10: Procedimiento de asignacién de distancia de crowding uti-
lizado en NSGA-TI

Procedimiento: crowding_distance_assignment

Entrada: un conjunto de soluciones 77
Salida : el conjunto ¥/ con las distancia de crowding de sus elementos calculada
L= 177 |le
// inicializar a cero la distancia de todos los elementos de F/
5 Paracadai, 77 [i]aistance =0
// Evaluar para cada objetivo considerado
para j =1 fo k hacer

Ordenar 77 de acuerdo al objetivo j

Tf [l]dixtance = Tf [l]disrunce = oo para i=2to (l - 1) hacer

L 7:f [i]distance =
?_f [i]di.vtance + (Tf [i + 1]objetivo[j] - Tf [i - 1]objetivo[j])

// E1 sub-indice objetivo[j] representa al valor del objetivo j

AW N =

e ® 9 &
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Ademas de definir un procedimiento de asignacién de crowding, se define también
un operador de comparacién por crowding (=,). El objetivo de este operador es guiar
el proceso de seleccion en las diferentes etapas del algoritmo hacia un frente Pareto
6ptimo uniformemente distribuido.

Definicion 3.2 Operador de Crowding (>,): Asumiendo que cada uno de los
individuos en la poblacién tiene dos atributos: la posicién en la clasificacién por
nodominancia (P[i],4nk) y su distancia local de crowding (P[i]gistance), se define
el orden parcial >, como:

P[i] 2n P[J] si (P[i]rank < P[j]rank) 0
((P[i]rank = P[j]rank) y (P[i]distance > P[j]distance))
donde P[i]yank = f si P[i] € F7.

Esto es, se define un orden lexicografico con dos objetivos, con la posicién en la
clasificaciéon por nodominancia como el de mayor importancia. Entonces, entre dos
soluciones con diferente posicién en la clasificacién por nodominancia se prefiere
aquella con la clasificacion mds baja. De otra forma, si ambas soluciones estin
localizados en el mismo frente, se prefiere la solucién que estd ubicada en una
regién con un menor nimero de puntos.

Presentadas todas las partes que conforman el en el Algoritmo [TT]
muestra el bloque principal del mismo. Inicialmente se genera una poblacién padre
P(0) de tamafio N. Esta poblacion se clasifica en base a la nodominancia utilizando
el Algoritmo[9] Terminado el proceso de clasificacién, se asigna a cada soluci6én un
valor de inadaptabilidad igual a su nivel de nodominancia. Luego, se utilizan los
operadores de seleccién por torneo binario, cruzamiento y mutacién para generar, a
partir de P(0), una nueva poblacién hijo Q(0) también de tamafio N. Obtenidas las
poblaciones padre e hijo iniciales, se realizan las sucesivas generaciones mientras la
condicién de parada no se cumpla.

En cada generacion, se forma una poblacion combinada R(f) = P(¢) U Q(t). Esto
permite que las soluciones padres sean comparadas con la poblacién hijo, asegurando
el elitismo. Luego, la poblacién R(¢), de tamaifio 2N, se clasifica de acuerdo a la
nodominancia. Para ello se utiliza de nuevo el algoritmo de ordenamiento rapido
por nodominancia, con el cual se identifican los diferentes frentes nodominados
existentes en R(¢). Una vez que se obtienen todos los frentes, la nueva poblacién
padre P(t+ 1) se forma agregando soluciones del primer frente 7, continuando con
los demds frentes hasta que el tamafio exceda o sea igual a N. Luego, la poblacién
P(t + 1) se ordena de acuerdo al operador de crowding y se forma la poblacion
P(t+1) con los primeros N elementos. Los individuos de cada frente se utilizan para
calcular la distancia entre las soluciones vecinas (distancia de crowding) utilizando
el procedimiento crowding_distance_assignment (Algoritmo @]) Las soluciones
del ultimo frente aceptado es ordenado de acuerdo a un criterio de comparacién
de crowding y se toman los elementos de este frente hasta completar el total de N
soluciones en P. Finalmente, los elementos en P (¢ + 1) son utilizados para crear una
nueva poblacién Q(z+ 1) utilizando seleccién, cruzamiento y mutacién. A diferencia
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Algoritmo 11: Algoritmo del NSGA-II

AW N =

wn

12
13

14

t=0;

Generar una poblacién P (¢) de tamaflo N en forma aleatoria;

Utilizar el Algoritmo[9|para obtener una lista ¥ con los frentes de P (t);

Asignar a cada elemento de P (¢) un valor de inadaptabilidad igual a su nivel de
nodominancia;

Utilizar torneo binario para seleccionar elementos de P (¢) de acuerdo con su
inadaptabilidad;

Efectuar cruzamiento y mutacién para producir una poblacién hijo Q(#) de tamafio N;

mientras El criterio de parada no se cumpla hacer

f=1; // hacer la cuenta de frentes igual a 1
R(t)=P(r)UQ(1); // combinar la poblacién padre e hijo
F =fast_non_dominated_sort(R (7)) ; // Usar Alg. E] para obtener los

frentes de R(t)
// Repetir hasta llenar la poblacién padre
mientras ||P(t + 1)||. < N hacer
// Calcular la distancia de crowding en ¥ (Alg.
crowding_distance_assignment(77 )
Pt+1)=P(t+1)U F7 . // incluir el f-ésimo frente en la
poblacién padre
f=f+1
Ordenar de forma descendente de acuerdo al operador >,
Tomar los primeros N elementos de P (¢ + 1)
Seleccionar individuos de P(z + 1) utilizando torneo binario de acuerdo al operador
de crowding
Aplicar cruzamiento y mutacion sobre los individuos seleccionados para obtener

Q(t+1)

t=t+1

del procedimiento de seleccidn por torneo binario usual, se utiliza un procedimiento
que considera el operador de crowding para la competencia entre individuos. El
procedimiento se repite hasta que el niimero maximo de generaciones u otro criterio
de parada sea alcanzado.






Capitulo 4

Algoritmos evolutivos multi-objetivo para
problemas many-objective

En afios recientes se ha puesto mucho interés en mejorar el desempefio de los
MOEAs en problemas de optimizacién con muchos objetivos. Varios algoritmos
han sido propuestos para lidiar con este tipo de problemas como lo describen
[LLTY15,vLBB14,|OEBY 20, vLBB19,IBES17,IS19]]. Una taxonomia de los méto-
dos reportados en la literatura considerando los conceptos claves que los inspiran se
presenta en [VLBB14] como se muetra en la Figura[d. 1] En dicha clasificacién, los
distintos métodos se clasifican primeramente en dos grupos:

1. métodos que utilizan relaciones de preferencia alternativas, y
2. métodos que transforman el problema many-objective original en uno relacionado.

Los métodos que utilizan relaciones de preferencia se basan en la idea que los
tomadores de decision, por lo general, estdn interesados solo en una parte del Frente
Pareto. Los DM pueden entonces definir cierto tipo de caracteristicas de las solu-
ciones que son de mayor interés a fin de que los MOEAs puedan realizar la bisqueda
concentrados en la region de interés del tomador de decisiones. Entonces, los méto-
dos que usan relaciones de preferencia comparan las soluciones, un objetivo por vez, a
fin de obtener una mejor clasificacién de las soluciones y guiar la bisqueda utilizando
informacién adicional tal como el nimero de objetivos para los cuales una solucién
es mejor que otra [DDBO1, [FAO2], la magnitud de la mejora [FAO2, [SDDQ7], o
el nimero de subespacios en los que una solucién permanece como nodominada
[dPKSO7]. Ademds, existen trabajos que han propuesto relaciones que se basan
en la utilizacién de funciones de pertenencia difusas para representar preferencias
[FA02, [KVGNOS]. Por tanto, los métodos basados en relaciones de preferencia
pueden a su vez ser clasificados como nitidos (crisp) o difusos (fuzzy).

Los diferentes métodos basados en relaciones de preferencia pueden requerir dife-
rentes niveles de conocimiento de los problemas a resolver. Ademds de la utilizacién
de relaciones de preferencia, existen otras formas de articulacién de preferencia que
han sido aplicadas para la optimizacién con muchos objetivos de manera reciente
[XXL19].

53
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[ 1
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Fig. 4.1 Una taxonomia de los MOEA para optimizacién many-objective [vLBB14]

En el caso de los métodos que se basan en realizar una transformacién del
problema original, estos pueden clasificarse en:

1. basados en funciones de escalarizacion,

2. basados en indicadores,

3. basados en técnicas de reduccién de la dimensionalidad, y
4. basados en el particionamiento del espacio.

Entre los métodos que utilizan funciones de escalarizacién se pueden considerar
dos tipos principales: los basados en descomposicion y los basados en agregacion
de objetivos. Los métodos basados en agregacion de objetivos combinan grupos
de objetivos para transformar el problema original en uno con un nimero menor
de objetivos IMTO9]; por su parte, los métodos basados en descompo-
sicién dividen el problema original en una coleccién de funciones escalares a ser
optimizadas simultineamente ICIOST6].
Los métodos basados en indicadores evaltian las soluciones utilizando una métrica
escalar de desempefio dada (indicador) [BZ11}[ZK04]; entonces, un MOEA basado
en indicadores transforma el problema de optimizacién many-objective en el pro-
blema de optimizar un indicador. Finalmente, los enfoques basados en la particién
del espacio trabajan considerando distintos subconjuntos de objetivos en diferen-
tes iteraciones del proceso de optimizacion [ATQ9]; de esta forma, estos métodos
transforman el problema original en un conjunto de subproblemas relacionados.
Siendo uno de los objetivos del presente trabajo discutir las caracteristicas de los
algoritmos evolutivos para problemas con muchos objetivos de una manera integrada,
basados en [[von16l se presenta una descripcién y ejemplos de
los diferentes tipos de MOEAs para optimizacién many-objective que resumidos
en la Figura[4.1] Estas secciones que siguen presentan modificaciones y actualiza-
ciones menores respecto a los trabajos originales. Sin embargo, puesto que entre los
diferentes tipos de MOEAs para problemas MaOP el modelo de descomposicién
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basado en la utilizacién de vectores de peso o puntos de referencia, tales como el
MOEA/D [£L07]], han recibido mayor atencién en cuanto a la optimizacién multi-
objetivo, estos algoritmos se presentan en extenso en el Capitulo [5] En la Seccién
[.1] se presentan los algoritmos basados en preferencias: en la Subseccién f.1.1]las
alternativas crisp, en la Subseccion f.1.2]se presentan las difusas, mientras que, en
la Subseccién[d.1.3]se presenta un resumen sobre la utilizacion de MOEAs basados
en relaciones de preferencias para problemas de optimizacién many-objective. Por
su parte la Seccién [.2] presenta algunos algoritmos basados en transformaciones
del problema original: en la Subseccién [4.2.1]los métodos basados en agregacion,
en la Subseccién f.2.2]los basados en reducir el nimero de objetivos del problema
original, luego, en la Subseccién {.2.3] los algoritmos basados en indicadores, la
Subsecciénd.2.4]presenta los métodos basados en particionamiento del espacio ob-
jetivo. Finalmente, la Subseccién[4.2.5|presenta un resumen sobre los MOEAS para
problemas con muchos objetivos basados en transformaciones del problema original.

4.1 Algoritmos basados en relaciones de preferencia
4.1.1 Alternativas crisp

4.1.1.1 Relacién de dominancia (1 - k)

A fin de refinar la clasificacion de soluciones en problemas con muchos objetivos,
[EA02] presentaron la relacién de dominancia (1 — k), en inglés (1 — k)-dominance
relation. Esta relacion se basa en contar el nimero de objetivos para los cuales una
solucién x dada es mejor, igual o peor que otra solucién x’. La relacién de dominancia
(1 — k) se define como sigue:

Definicion 4.1 Dominancia (1 — k): Sean x, X’ € Xr, 0 < k < 1,y = F(x),
y’ = F(x’), entonces se dice que x (1 — k)-domina a x’, denotado x <(j_g) X/, siy
solo si:

ne(y.y) <m y  mp(y,y) > "he¥) (4.1)
donde:

np(y,y') = Hyil yi <yl i€ [l,m]}| 4.2)

ne(y,y') = {yil yi =yj.i € [1,m]}] (4.3)

O

La relacion (1 — k)-dominance sirve para proponer un nuevo concepto de Op-
timo, llamado optimalidad k (k-optimality), y su correspondiente conjunto k-6ptimo
[FAQ2]:

Definicion 4.2 Optimalidad k (k-optimality): una solucién x es k-Gptima con res-
pecto a Q C Xy siy solo si Ax’ € Q tal que X’ (1 — k) domina a x. EI conjunto
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k-6ptimo y el frente k-6ptimo se definen como el conjunto de soluciones k-Optimas
en el dominio de definicidn y el espacio objetivo, respectivamente.

Cuando & es cero, la relacién de dominancia (1 — k) es equivalente a la relacion de
dominancia (Definicién @) Diferentes valores de k, en general, proveen diferentes
subconjuntos de soluciones Pareto 6ptimas correspondientes a diferentes grados
de optimalidad. A fin de clasificar las soluciones, se puede utilizar la relaciéon de
dominancia (1-k) en vez de larelacién de dominancia en el proceso de ordenamiento
por no-dominancia [Deb01]. El proceso de ordenamiento por no dominancia clasifica
las soluciones en niveles de dominancia. Este proceso primero determina el conjunto
de soluciones no dominadas en la poblacién, el cual es el primer nivel o frente de
no-dominancia, denotado por P¥ 1, luego, los elementos en PF | se excluyen de
la poblacién para obtener el siguiente frente de no-dominancia ¥, y asi por
delante; el procedimiento contintia de manera iterativa hasta que se clasifican todos
los elementos de la poblacién. El siguiente ejemplo ilustra el uso de la relaciéon de
dominancia (1 — k) para clasificar soluciones.

Tabla 4.1 Valores de n.(y,y’) Tabla 4.2 Valores de ny, (y,y’)
para el Ejemplo[d.]] para el Ejemplo 1]

ne(row, colum)|A(B|C|D|E np (row, colum)|A|B|C|D|E
A=(1,4,2,3) [4[0[1[0]0 A=(1,4,2,3) |0]2]2]32
B=(4,3,42) [0[40[0]0 B=(4,3,42) [2]0]2]2]2
C=(2,4,1,7) |L]o]4[1[1 C=(2.4,1,7) |1[2[0]2[1
D=(2,6,51) [0]0]1[4]0 D=(2651 |1|2]1|0]2
E=(52,1,6) 00|10 |4 E=(52,1,6) 21212120

Tabla 4.3 Resultados de (m—n.(y,y’)/(k+1) Tabla 4.4 Tabla de dominancia 0.5
del Ejemplofd]con k = 0.5 del Ejemplofd.1]

A B [C |D |E os|A|B |C |D |E
0.00{2.67(2.00|2.67|2.67
2.67(0.00(2.67|2.67|2.67
2.00(2.67(0.00|2.00|2.00
2.67(2.67(2.00(0.00|2.67
2.67(2.67(2.00|2.67|0.00

sli=lielills
= O A= B> A
SEEEE
SEEEE
NEEEE
FEEREE
SEEEE

Ejemplo 4.1 Considere A, B, C, D, y E como soluciones de un problema multi-
objetivo de minimizacioén tal que F(A) = A = (1,4,2,3), F(B) = B = (4,3,4,2),
F(C)=C=(2,4,1,7),F(D) =D = (2,6,5,1),yF(E) =E = (5,2, 1,6). Si estas
soluciones son clasificadas utilizando el ranking de no-dominancia [Deb01], todas
ellas estardn en el primer rango, es decir todas ellas son no-dominadas; sin embargo,
utilizando la relacién de dominancia (1 — k), se puede tener una clasificacion de
soluciones diferente. Considerando k = 0.5, 1a Tabla[d.1] la Tabla[d.2] y la Tablafd.3]
muestran los valores correspondientes paran.(y,y’'), np(y,y’),y (m—n.(y,y’)/(k+
1), respectivamente. Estos valores sirven para evaluar la Deﬁnici(’)ny determinar
la relacién de dominancia 0.5 entre las soluciones en este ejemplo, como se muestra
en la Tabla[d.4] Entonces, de acuerdo a la Tabla[d.4]se tienen las siguientes relaciones
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de dominancia 0.5: A <95 C, A <95 D, C <¢5 D, E <95 C. En este caso, A, B,
y E son 0.5 no-dominadas por ninguna otra solucién considerada en este ejemplo;
por tanto, éstas reciben un nivel 1. Entre las soluciones restantes, puesto que C <q 5
D, C recibe un nivel 2, y D un nivel 3. |

A fin de validar sus definiciones, [[FA02] utilizaron ejemplos discretos simples asi
como casos analiticos continuos mostrando la validez de sus definiciones y la manera
en que éstas se ajustan a un razonamiento de sentido comun.

4.1.1.2 Ranking por clases de satisfacibilidad basado en la relacion favour

A partir de un algoritmo previamente propuesto en [DDB9Y], Drechsler et al.
[DDBO1] propusieron un algoritmo para resolver problemas con muchos objetivos.
Este algoritmo utiliza la relacién favour para comparar las soluciones unas con otras
y un método llamado ordenamiento por clases de satisfacibilidad (Satisfiability Class
Ordering - SCO) para clasificar las soluciones. La relacion favour se define como
sigue:

Definicion 4.3 Relacion Favour: dadas x, X’ € Xy, se dice que x es favorable a
(favoured to) x’, denotado por X <y qyour X', si'y solo si:

np(y,y') > np(y',y) “.4)
donde: ny, fue definido en la Ecuacién (@.2).

O

Debido a que la relacién favour es no transitiva, para establecer un ordenamiento
parcial entre las soluciones, en [DDBOI1] se utiliza el procedimiento SCO basado
en un método para determinar los componentes fuertemente conectados. El método
SCO inicia obteniendo un grafo de relaciones de las soluciones a ser clasificadas.
Para el caso del grafo de la relacion favour, los nodos representan las soluciones en
el espacio objetivo y se tienen arcos dirigidos entre todos los pares de soluciones
donde una es favorable a otra. Si existen ciclos, los nodos se juntan en un dnico
nodo. Utilizando el grafo de relaciones comprimido, un algoritmo para determinar
componentes fuertemente conectados basado en buisqueda por profundidad [CLR90]
establece un orden parcial entre los nodos. Finalmente, las soluciones que fueron
agrupadas en el mismo nodo reciben la misma posicion en el ranking. En el algoritmo
introducido por [DDB99], en cada generacion, las soluciones se clasifican utilizando
SCO, luego, la mitad de la poblacién correspondiente a los mejores individuos se
copia a la siguiente iteracion sin modificacién mientras que la otra mitad se reemplaza
por nuevos elementos.

El siguiente ejemplo muestra cémo el método de clasificacién SCO utilizando la
relacion favour mejora la clasificacion de las soluciones no-dominadas entre si.

Ejemplo 4.2 Utilizando el mismo conjunto de vectores del Ejemplof4.T]y sus corres-
pondientes valores de n;, mostrados en la Tabla .2} la Tabla [4.2) muestra la matriz
de la relacién favour para las cinco soluciones consideradas. Las filas corresponden
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a la parte izquierda de la relacién, mientras que las columnas son para el lado dere-
cho, entonces un valor de 1 en la interseccion de la fila A y la columna C indica
que A <favour C. Considerando la matriz de relaciones anterior, la Figura szl
muestra el grafo de la relacién favour y la clasificacién producida por el algoritmo
SCO [CLR90]. En este ejemplo, utilizando SCO, las soluciones A, B, y E tienen la
primera ubicacién en el ranking, la solucién C tiene la segunda posicién, mientras
la solucién D se ubica en el tercer lugar.

Fig. 4.2 table
Relacion favour [FAQ2] entre pares de solu-

<favour A|B|C|D(E Rank 2
A=(1,4,2,3)[0]0[T[T[0
) B=(4,3,4,2)[0[0[0[0]0 o -
CONSS e ="2,4,1,7)[0]0[0 |1 |0 Rank 3
s Ty Ly an
D=(2,6,5,1)]0[0[0]0]0
E= (5’2» 1’6) ojojrjojo Fig. 4.3 ﬁgure

Grafo de la relacion favour y ranking de
soluciones SCO

Drechsler et al. [DDBO1] probaron la clasificacién utilizando SCO basado en la
relacion favour con dos instancias de un problema de aprendizaje heuristico para el
disefio de un VLSI CAD con la necesidad de optimizar simultdneamente 6 y 7 obje-
tivos. Los resultados, para instancias pequeiias, fueron comparados directamente con
aquellos obtenidos por un método exacto, mostrando una calidad similar. Ademas,
para las instancias donde no es posible computar los resultados exactos, el método
basado en favour super6 a un algoritmo evolutivo que utiliza una suma ponderada
en un 50% de los casos de prueba.

4.1.1.3 Ranking por clases de satisfacibilidad basado en la relacion
e—preferred

A partir de la relacién favour [DDB99, IDDBO1]], en [SDDQ7] se define una nueva
relacion llamada e-preferred. En esta relacion, la comparacion entre dos soluciones
se basa en contar el nimero de objetivos en los cuales una solucién es mejor que otra
dentro de un umbral predefinido. En caso de empate, se utiliza la relacién favour
para establecer cudl es la mejor. Para construir la relacién e-preferred, se definen
adicionalmente las siguientes relaciones:

Definicion 4.4 Relacion e—exceed: sean X, x’ € X,y = F(x), y’ = F(x’); para un
vector de limites dado € = (ey, ..., €,), se dice que X e—exceed x’, denotado por
X <e—exceed X Siy solo si:
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Hilyi <yiAlyi=yil > enie[Lm]} > {ily; <yiAly;=yil > €,i € [1,m]}]
(4.5)
O

Las definiciones 3] y 4] se combinan en la relacién e—preferred como sigue
[SDDO7]]:

Definicion 4.5 e—preferred relation: dadas dos soluciones x, x’ € Q, se dice que x
es e—preferred ax’, denotado por X <¢_p,ef X, SSi:

X <e-exceed x' Vv (X, *e—exceed XAX <favour X/) (46)

En [SDDO7], la relaciéon e—preferred remplaza la relacién favour en el marco
algoritmico utilizado en [DDBO1]. El siguiente es un ejemplo del ranking de solu-
ciones producido al utilizar la relacion e—preferred.

Ejemplo 4.3 Considerando el mismo conjunto de soluciones utilizado en los ejem-
plos anteriores, la Tabla 4.5 muestra la relacién e—preferred para un valor de
€ = 1.5 para todo i € [1,m], mientras la Figura[d.6] muestra el grafo de la relacién
e—preferred y las diferentes posiciones (rank levels). Como se puede notar, el pro-
cedimiento de ranking clasifica a A en el mejor lugar, a E en la segunda posicién, C
en el tercer puesto y finalmente, B 'y D reciben la cuarta ubicacién.

Tabla 4.5 Relacién e-preferred entre pares Rank 1
de soluciones - -
<e-pref AB|C|D|E

A=(1,4,2,3)[0|L|1]|1|1 Rank 2
B=1(4,3,4,2)|0[0(0|0 |0 — I
C=(2,4,1,7)]0(1]0(1]0 Ronk 3
D=(2,6,5,1)[0[0[0]0|0

E=(5,2,1,6)|0(0|1 (0|0 o —

B=(4,3,4,2) Rank 4

Tabla 4.6 Grafo de la relacién e-preferred y
ranking SCO de las soluciones

En [SDDO7]] se compara el método de clasificaciéon SCO utilizando e—preferred
con el Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II) [DPAMO2], el
método llamado Dominates [KeiOl], y el método SCO con la relacién favour
[DDBO1]. Como problema de prueba se utilizé un problema de disefio de agendas de
enfermeras con 25 objetivos. De acuerdo a los resultados presentados, e—preferred
produce soluciones con mejor calidad y se comporta de manera mds robusta que las
otras opciones utilizadas en la comparacion.
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4.1.1.4 Orden de preferencias (Preference Ordering)

A fin de mejorar la etapa de clasificacién del NSGA-II [DPAMO02], en [di 06}
dPKSO07] se presentan dos procedimientos basados en las definiciones de orden
de eficiencia, y grado de eficiencia, denotados por POy y POy ., respectivamente.
La eficiencia de orden k y el orden de eficiencia se definen como sigue:

Definicion 4.6 Eficiencia de orden K y orden de eficiencia: una solucién x es efi-
ciente de orden k si es Pareto éptima en los ('l':) subspacios del espacio objetivo
tomando en cuenta solo k de los m objetivos por vez. El orden de eficiencia de una
solucién x, denotado por K(x) es el valor minimo de k para el cual x es eficiente. O

El procedimiento de ranking PO combina la Definicién[4.6|con el procedimiento
de ordenamiento por no-dominancia [Deb01]] para clasificar las soluciones. En POy,
una vez que todas las soluciones son clasificadas por no-dominancia, se calcula el
orden de eficiencia para cada solucién en PF ;| y se obtiene el minimo de tales
valores, denotado K,,;,. Luego, el procedimiento POy asigna a cada solucién x en
PF 1 un valor igual a:

RPOk (x) = K(x) = Kinin + 1 4.7)

De acuerdo a la Ecuacién (@.7), los mejores elementos en PF | recibirdn un
valor de 1, mientras, los demds elementos valores mayores. Las soluciones que no se
encuentren en % | obtienen un valor igual al peor valor asignado a las soluciones
en el primer frente mas su correspondiente nivel de dominancia. El conjunto de
soluciones que reciben un valor de 1 por el procedimiento de ranking POy se
etiqueta como PF 7.

El procedimiento POy , propuesto por [dPKSO7] refina la clasificacién PO para
los casos donde el conjunto de soluciones en P con el mejor orden de eficiencia
k* # m tiene mds que un elemento, es decir, |PF | > 1. La estrategia de ranking
POy, se basa en las siguiente definicion:

Definicion 4.7 Eficiencia de orden k con grado z: una solucion x se dice eficiente
de orden k con grado z si x es no-dominado por ningiin miembro del conjunto Pareto
en exactamente z de los ('l';) posibles subconjuntos de subespacios con k objetivos.

Una vez que POy se aplica, el procedimiento POy , usa la Definicion para
computar el grado de eficiencia de orden k* — 1 para todo x € PF1*. Entonces, el
valor del ranking computado por POy, para los elementos x € PF | * es:

Rpo, . (x) = Z& -1 - 7K 1(x) +1 (4.8)

max

*_ . . . *_ L.
donde ZK"~!(x) es el grado de eficiencia de las soluciones x y ZX ~! es el médximo
grado de eficiencia de orden k* — 1. Finalmente, para aquellas soluciones que no se
A . . *_
encuentran en PF | * su posicién final en el ranking se obtiene agregando ZX -1 a

max
la posicién obtenida con POg.

Ejemplo 4.4 Considere los vectores objetivos utilizados en los ejemplos previos:
A=(1,423),B=(43,42),C=(2,417),D=(26,5,1),yE=(5216),
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estos son eficientes de orden 4 puesto que todos ellos son no-dominados. Tomando
en cuenta tres objetivos por vez, existen (g) = 4 subespacios posibles. La Tabla
muestra las relaciones de dominancia que se cumplen en los distintos subespacios
con tres objetivos. Las soluciones C y D no son eficientes de orden 3 puesto que son
dominadas en al menos un subespacio de 3 objetivos, mientras que las soluciones A,
B,y E son eficientes de orden 3 puesto que no son dominadas por ningtin vector para
todas las combinaciones de tres objetivos. Sin embargo, considerando 2 objetivos
por vez, A, B, y E son dominados en al menos un subespacio con 2 objetivos. Por
tanto, los valores de K(A), K(B), y K(FE) son iguales a 3, mientras K(C), y K(D)
son iguales a 4 y el minimo orden de eficiencia para las soluciones consideradas es
k* = 3. Usando la Ecuacién (@.7)), el procedimiento POy asigna una posicion en el
ranking de 1 para A, B,y E, mientras, C y D estdn en la posicién 2.

Para mejorar el ranking de soluciones, el procedimiento POy , calcula el grado
de eficiencia de orden 2 para las soluciones con el mejor orden de eficiencia PF 7| =
{A, B, E}. Para determinar estos valores, en la Tabla@ se muestran las relaciones
de dominancia existentes en los subespacios de dos objetivos. Como se puede notar,
Ay B no son dominados por ninguna solucién en 4 de los 6 subespacios, mientras
que E no es dominado por ninguna otra solucién en 5 de los 6 subespacios; entonces,
Z%*(A) = 4, Z%(B) = 4, Z*(E) = 5. De esta forma, de acuerdo a la Ecuacién (@8], la
clasificacién asignada por el procedimiento POy . para E es 1, mientras que para A
y B es 2. La clasificacién de POy , para las soluciones C y D es 7. Este resultado se

obtiene al sumar el mdximo grado de eficiencia de orden 2, Z2,,, = 5, a los valores
previos del ranking POy de las soluciones. O
Tabla 4.7 Soluciones dominadas en subes- Tabla 4.8 Soluciones que dominan a otras en
pacios con 3 objetivos cada subespacio con 2 objetivos
Subespacio|Relaciones de dominancia Subspacio|A B E
(fi. 5. B) A<D Ui A) |- - -
(fis s M) |E<C,A<C fi.- ) |- A< B|-
(i, 5. fa) |- Ui f) |- - AB<E
(f. . 1) [E <C (h.h) |E <A[E <B|-

(f. fa) |[B<A|- -

(f. f) |- - -

Para verificar la viabilidad de la definicién de orden de preferencia como alter-
nativa a la dominancia Pareto, en [dPKS07] se remplaza el procedimiento de clasi-
ficacién del algoritmo NSGA-II con POy y POy, para comparar los tres métodos
utilizando las funciones de prueba DTLZ1, DTLZ2, DTLZ3 y DTLZ5 [DTLZ02],
considerando 4, 5, 6, 7'y 8 objetivos. La evaluacién experimental se realiz6 utilizando
las métricas: Generational distance (GD) [Vel99], Hypervolume [£199al], Diversity
Metric 1 y2 (DM1 y DM2) [KYDO3]] y Coverage [ZDTO0, ZTL*03]. Los resultados
muestran que, de acuerdo a las métricas evaluadas, los métodos POy y POy, son
capaces de conseguir una mejor convergencia al conjunto Pareto verdadero que el
NSGA-II original para los problemas considerados; sin embargo, son menos efec-
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tivos que el NSGA-II original para mantener una buena diversidad de soluciones
sobre la superficie Pareto completa.

4.1.1.5 —€-DOM ranking

[KYOQ7al] propusieron cuatro procedimientos para reemplazar el método de asig-
nacién de distancia de hacinamiento (crowding) del NSGA-II [DPAMO2] para pro-
blemas de optimizacién many-objective. En el NSGA-II, la distancia de crowding
sirve como una métrica de seleccion secundaria para promover la diversidad entre
soluciones en diferentes frentes; sin embargo, como en un problema many-objective
practicamente todas las soluciones se clasifican en el mismo frente (el primero),
la distancia de crowding se vuelve el principal criterio de seleccién que sirve de
guia para la bisqueda evolutiva. Entre los procedimientos presentados en [KYO7al,
segin una comparacién experimental realizada en el mismo trabajo, el método lla-
mado —e-DOM es el que provee el mejor compromiso para un conjunto dado de
métricas y problemas; por tanto este es el que se presenta a continuacion.

En [KYO07a] se utiliza una funcién auxiliar, llamada mepsd, para definir la funcién
de ranking —e-DOM. Tal funcién, recibe un par de soluciones (x,x’) y retorna el
valor mas pequefio, tal que, si se resta de F(x”) esto haga que x” domine débilmente
a x. El —e-DOM rank de la solucién x se define formalmente como

Definicion 4.8 —e-DOM rank: el —e-DOM rank de una solucién x respecto a una
poblacién P es:

- e-DOM(x) = r;leig{mepsd(F(X), F(x))}, 4.9)
donde,

n _ JOsi fiX) < fix)Vie[l,...,m]
mepsd(F0).F) = {maXﬁl{fi(X’) —hM A < fiyy O

Como se puede ver en la Definicion 4.8 un valor alto de —e-DOM para una
solucién x € P indica un mayor esfuerzo para que otra solucién en P domine a x.

Tabla 4.9 Valores de mepsd y —e-DOM para las soluciones en el Ejemplo

Valores de me psd para los pares —e-DOM

(1,4,2,3)|(4,3.4,2)|(2,4,1,7)](2,6,5,1)|(5,2,1,6) || Valor|Orden
A=(1,4,2,3)|- 3 4 3 3 3 1°
B=(4,3,4,2)|1 - 5 3 4 1 3°
C=(2,4,1,7)|1 3 - 4 3 1 3°
D=(2,6,5,1)|2 2 6 - 5 2 2°
E=(5,2,1,6)|2 3 2 4 - 2 2°
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Ejemplo 4.5 Para el mismo conjunto de soluciones de los ejemplos previos, la
Tabla .9 muestra los valores de mepsd para los distintos pares de soluciones, y
el valor de ranking —e-DOM. En dicha tabla, el valor mepsd correspondiente a
la fila A = (1,4,2,3) y la columna B = (4,3, 3,2), indica que 3 es el valor mds
pequefio que debe sustraerse de cada elemento de B para que B domine a A; ya que
mepsd(A,B) = max{4 — 1,0,4 — 2,0} = 3, entonces, si B = B - (3,3,3,3), se
tendrd que B < A. Las dos tltimas columnas en la Tabla [#.9]indican los valores de
—e—DOM para las soluciones del ejemplo actual (valor mepsd minimo) y el ranking
correspondiente. En este caso —e-DOM(A)=3, —e-DOM(B)=1, —e-DOM(C)=1,
—e-DOM(D)=2, —e-DOM(E)=2. El mejor (mayor) valor de —e-DOM es para la
solucion A la cual, por tanto, estd en la posiciéon 1; la ubicaciéon 2 es para las
soluciones D y E, mientras que finalmente la posicion 3 es para las soluciones B y
C.

Las cuatro alternativas a la distancia de crowding del NSGA-II propuestas en
[KYOQ7al] fueron evaluadas en el mismo trabajo utilizando DTLZ2, DTLZ3, DTLZ6
[DTLZO02], y el problema Pareto-Box [KVGNOS| con 2, 8, y 15 objetivos. Para
las comparaciones, se utilizaron las métricas Convergence [DMMO03, [KVGNOS]]
y Coverage [ZDTO00, [ZTL*03]). Los experimentos en [KVGNO3] concluyen que
los métodos propuestos proveen una mejor convergencia que el procedimiento de
crowding estiandar, y que el —e—DOM también es capaz de proveer una buena
cobertura del frente Pareto. Ademds, [KYOQ7al] sefiala que puede ser beneficioso
utilizar diferentes procedimientos de ranking conforme la corrida de optimizacién
se ejecuta.

4.1.1.6 Relacion de expansion de dominancia

A fin de inducir un ranking apropiado de soluciones, en [SATO07] se propone un
método que expande y contrae el drea de dominancia alterando la ubicacién de cada
solucién en el espacio objetivo. Utilizando un pardmetro definido por el usuario
S = [S1,...,Sm], la relacién de expansién de dominancia (Expansion dominance
relation) puede definirse como sigue:

Definicion 4.9 Relacion de expansion de dominancia: una solucién x domina a otra
solucién x’ bajo la relacién de expansion si y solo si:

Vi:f/(x) < ff(x) A Fi talque f/(x) < f/(x) 4.11)
: F -sin(w; +S; -
donde F(x) = norm( (x).) sin(w; + S; - ) Vie[lm @.12)
sin(S; - )
norm(F(x)) es una norma de F(x), w; es el angulo entre F(x) y un vector con f;(x)
como el unico componente distinto de cero. O

Si §; = 0.5, la relacién de expansion es equivalente a la dominancia. Si S; < 0.5,
entonces, f/(X) < f;(x) y el drea de dominancia se reduce. Por otra parte, si §; > 0.5,
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el drea de dominancia se incrementa. La expansion en el drea de dominancia produce
una clasificacion mds fina de las soluciones, lo cual puede mejorar la seleccion.

Cuando todas las soluciones en el espacio objetivo se mueven a su nueva ubi-
cacion, utilizando la Definicion @[, el ranking de dominancia Pareto [DebOl]],
brevemente descrito en la Subseccion F.I.1.1] puede utilizarse para clasificar las
soluciones utilizando estos nuevos valores de los objetivos. Un ejemplo de este
método se muestra a continuacion.

Ejemplo 4.6 Considere otra vez el mismo conjunto de soluciones que en los ejem-
plos previos. Utilizando S; = 0.25 parai € [1,m] la Tabla[#.10] muestra los valores
F’ correspondientes y el nuevo ranking de soluciones. Estos valores de S; corre-
sponden al valor mdximo de expansién del drea de dominancia [SATQ7]. Entonces,
utilizando la norma euclidiana ( || - ||), para obtener el primer componente de F’(A),
primeramente se calcula el valor de w;:

(1,4,2,3) - (1,0,0,0) )

w; = arcos(|ll,4,2’3|| -|1,0,0,0[|

1
=arcos (5.477 : 1) =1.39
5N 13 EeyacionfE LA gbtemeos un valor de i SHandase cciin odes
utilizando el método de no-dominancia. En este caso el mejor valor es para la
solucion A, el cual es no-dominado, en la segunda posicién estan las soluciones B,
C'y E las cuales son dominadas por A, finalmente, el tltimo lugar es para la solucién
D, dominada por By D.

Tabla 4.10 Valores de F’ y ranking para el Ejemplode la relacién expansion
Solucién|F(x) F'(x) Orden
(1,4,2,3)((6.39, 7.74, 7.10, 7.58) 1°
(4,3,4,2)[(9.39, 9.00, 9.39, 8.40) 2°
(2,4,1,7)((10.12, 11.35, 9.31, 11.58)|[2°
(2,6,5,1)((9.87, 11.48, 11.40, 9.06) ||3°
(5,2,1,6)|(11.40, 9.87, 9.06, 11.48) ||2°

SEBREE

En [BKSO1], se presenta el Guided Multi-objective Evolutionary Algorithm (G-
MOEA) el cual, al igual que el método propuesto por [SAT07], se basa en modificar
la regién dominada de cada solucién. Sin embargo, en el G-MOEA el tomador
de decisiones tiene que especificar los valores de compromiso para cada par de
objetivos para definir un conjunto de funciones objetivo lineales auxiliares que se
utilizan para producir la modificacién de la dominancia. Entonces, si bien ambos
métodos tienen una idea bésica similar, el nimero de relaciones de compromiso que
el usuario debe especificar resulta un impedimento severo para escalar el G-MOEA
a un gran nimero de objetivos en problemas many-objective

En [SATO7] usaron el problema de la mochila (Knapsack problem) [[£199a] con 2,
3,4y 5 objetivos. Los resultados de ambos métodos fueron evaluados considerando
las siguientes métricas: Spread [DebOl1l], Hypervolume [£199a] e Inverse Genera-
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tional Distance (IGD) [Vel99]. Los autores concluyeron que la relacién de expansion
puede ser til en combinacién con otros métodos puesto que la relacién puede mejo-
rar ya sea la convergencia o la diversidad pero no ambos de manera simultdnea. En un
trabajo mads reciente [LJCCO09], el NSGA-II modificado con la relacién de expansién
ha mostrado un desempefio superior en la obtencion de soluciones en la region knee
de los problemas DTLZ [DTLZ02] cuando se comparan con otras relaciones tales
como el ranking promedio [BW97]], PO [dPKSOQ7], y la relacién favour [DDB99].

4.1.2 Alternativas difusas

4.1.2.1 Relacion de dominancia (1 — kp)

A fin de extender la relacién de dominancia (1 — k) (Definicién al dominio
difuso, en [FAO2] se propone fuzzificar la cuenta de los objetivos que pueden ser
considerados mejores, iguales, o peores entre dos soluciones utilizando funciones
de membresia ,u’b, u., y u, para cada funcion objetivo i. Entonces, la relacién de
dominancia (1 — kg) ((1 — kp)-dominance) se define como sigue:

Definicion 4.10 (1 — kr)-dominance: Sean X, X’ € Xy, 0 < kr < 1,y = F(x),
y’ = F(x’), entonces x (1 — kr)-domina a X’ si y solo si:

nE(y.y) <my nf(y.y) > 2 (4.13)
donde:

nf (y.y) = S0 uh (vi = v)) (4.14)

nf (y.y') = 2wk (vi = ¥0) 4.15)

nkh(y.y) = X8 1, (vi = v)) (4.16)

nlf +nf +nf =m 4.17)

O

Dependiendo de la funcién de membresia seleccionada, puede ser necesario
proveer pardmetros adicionales. Por ejemplo, para la funcién de membresia trape-
zoidal [EAOQ2]], el tomador de deciciones debe proveer, para cada objetivo i, una
4-tupla (ay, b;, ci, d;) que define la forma del trapezoide (ver Figura , es decir,
el intervalo de valores para los cuales la diferencia entre valores objetivos puede ser
considerada insignificante, o no.

Usando la Definicion[4.10} la optimalidad k r (k p-optimality) se define como:

Definicion 4.11 Optimalidad kr: un vector X es k -6ptimo si y solo si Ax’ € Q tal
que x’ (1 — kr)-domine x. El conjunto k g-6ptimo y el frente k p-6ptimo se definen
como el conjunto de soluciones kp-6ptimo en el dominio de las funciones y su
correspondiente imagen en el espacio objetivo, respectivamente.

Ejemplo 4.7 A fin de clasificar el mismo conjunto de soluciones que en los ejemplos
previos utilizando la relacion (kr)-dominance, se considera para todos los objetivos
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Fig. 4.4 Funciones de membresia u , pj , ul para el Ejemplo

Tabla4.11 Valoresden, (y,y’) parael Ejemplo Tabla 4.12 Valores de nl’; (y,y’) para el Ejem-

de la relacion (1 — kg)-dominance plode la relacion (1 — kg )-dominance
nl|A [B [C |D [E nf|A[B[C|D[E
A |4 253 |2 |15 A|0|L5]1]|15]2
B [2.5|4 [1.5]|2.5]2 B|{O|O|Ll|1]|L
C |3 |1.5/4 |1.5[25 C|0|1.50]|L51
D [2 |2.5]1.5|4 |0 D [0.5]/0.5{ 1|0 |2
E [1.5]12 [2.5|0 |4 E |0.5[ 1]0.5[2 |0
Tabla4.13 Valoresde (m-nf (y,y’))/(kp+1) Tabla 4.14 Tabla de la relacién 0.5g-
para el Ejemplo kr =0.5 dominance para el Ejemplo[£.7]
A |[B |C |D |E A |IB |[C D |E
Al 0 | 1 |0.67|1.33(1.67 Ao 1|1 ]1]1
Bl 1| 0 (167 1 |1.33 BloO|O|O|1]0O
C|0.67|1.67| 0 [1.67| 1 CloO|O0]O0]|0]|1
D{ 13| 1 |1.67| 0 (2.67 DfoO|O0O]O][O|O
E[1.67|1.33] 1 [2.67| O E/lO|O0]O0]O0]O

reglas de membresia trapezoidal i}, ,u; y u', con pardmetros (a;, b;,c;,d;) =
(-3,-1,1,3), como se muestra en la Figura La Tabla y la Tabla [4.12]
muestran los valores de nf y ng , respectivamente, para todos los posibles pares
de soluciones. Usando estos valores, la Tabla [f.13| muestra los resultados de (m —
nf(y,y"))/(kr + 1) para kg = 0.5. Con los valores de dichas tablas, es posible
aplicar la Definicién[4.10]a cada par de soluciones y obtener la tabla de relaci6n para
0.5p-dominance, presentada en la Tabla [£.14] Luego, remplazando la relacién de
dominancia Pareto por la relacién 0.5 —dominance en el proceso de ordenamiento
por no-dominancia [Deb01]], la clasificacion de las soluciones es: A en la posicién
1, By C en la posicion 2, y los vectores D y E en la posicién 3.

4.1.2.2 Fuzzy-Dominance-Driven Genetic Algorithm

En se propuso el Fuzzy-Dominance-Driven Genetic Algorithm (FDD-
GA), un algoritmo basado en una extension difusa de la relacién de dominancia
Pareto (Fuzzy Pareto dominance relation) para calcular los grados de dominancia
entre cada par de soluciones en la poblacién. En se establecen dos grados
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de dominancia entre cada par de soluciones (x, x) utilizando las funciones . y 1,
definidos como sigue:

Definicion 4.12 Relacion de dominancia Pareto difusa: sean X, X’ € Xy, y = F(x),
¥y’ =F(x’); se dice que x domina a x’ con grado (i, denotado por x <, X', donde

H?il vi,yi#0 min(yi’ y:)
Ha(y.Y') = i (4.18)
i=1,y;#0 Yi

y que x es dominado por X’ con grado y,, denotado x <, X', donde

[Ty, 3720 My, 37)

m ’
[1Z1 5720 Vi

Hp(y.y) = (4.19)

En caso de tener un y; o y; igual a 0, el indice correspondiente en el producto se
excluye del numerador y del denominador. O

Note que si x < x’, los elementos para multiplicar en el numerador provienen

de y puesto que los elementos correspondientes en y’ son mayores o igual a y; por
tanto, (4 (y,y’) = 1 mientras u, (y’,y) < L.

La clasificacién difusa de una solucién x dada en una poblacién P es el grado
mdaximo que tiene de ser dominado por cualquier otro elemento, cuanto mds pequefio
mejor [KVGNOS5]:

rp(x) = max u,(F(x),F(x")) (4.20)

X’ €P, {x#x’}

Tabla 4.15 Valores de u,, y rp para las soluciones consideradas en el Ejemplo

Hp A B C D E rp |Orden
A=(1,4,2,3)|- 0.125[0.214]0.133{0.100(|0.214]1°
B=(4,3,4,2)[0.500|— 0.214{0.400{0.267([0.500|4°
C=(2,4,1,7)|0.500|0.125|- 0.133/0.4001/0.500(4°
D=(2,6
E=(52

,6,5,1)]0.333]0.250(0.143|— 0.067((0.333|2°
,1,6)[0.250(0.167|0.429(0.067 | — 0.429(3°

Ejemplo 4.8 La Tabla@presenta los valores de pp, y rp para el mismo conjunto
de soluciones y objetivos considerados en los ejemplos previos. El valor 0.125 que
corresponde a 1, (F(A),F(B)) se calcula dividiendo 1-3-2-2entre 4-3-4-2.
Como se puede notar, en este caso, A es el mejor, D estd en la segunda posicion, E
en la tercera, mientras que las soluciones B y C estdn en la peor posicién.

En [KVGNOJS[, la utilidad del enfoque FDD-GA fue demostrado por medio de
una comparacion experimental con respecto al NSGA-II [DPAMO2]] utilizando el
problema Pareto-Box con 20 objetivos.
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4.1.3 Resumen sobre la utilizacion de MOEASs basados en relaciones de
preferencias para problemas de optimizacion many-objective

Los métodos basados en las relaciones de preferencia consideran que la proporcién
creciente de soluciones no-dominadas constituye el reto principal para resolver pro-
blemas de optimizacién con cuatro objetivos o mds. Por lo tanto, en general, las
relaciones analizadas usan informacién adicional para proveer una clasificacion de
soluciones mds fina. Las relaciones a ser utilizadas dependen del objetivo del proceso
de optimizacion. Algunas de estas relaciones no poseen parametros y pueden ser
utilizadas para conseguir mejorar el conocimiento sobre el problema que estd siendo
atacado en las primeras etapas del proceso de optimizacién o implementadas en un
método de optimizacidn a posteriori, es decir, para seleccionar una solucién luego de
la obtencién de la aproximacién al conjunto Pareto [Mie99]]. Sin embargo, relaciones
como e—preferred [SDDQ7||, expansion dominance [SATOT], y (1 — kg )-dominance
[EAO2] requieren que el tomador de decisiones defina pardmetros mds especificos
para el problema de forma a guiar la bisqueda hacia la regién de su interés; por
lo tanto, estas relaciones se ajustan mejor a implementaciones con un enfoque in-
teractivo. Estudiar cémo los diferentes valores de estos pardmetros influyen en la
busqueda, puede servir para desarrollar técnicas que ajusten de manera automdtica
sus respectivos parametros conforme la evolucién avanza, asi como para desarrollar
metodologias interactivas que permitan aplicar de mejor manera estos algoritmos a
problemas many-objective de la vida real.

En esta seccidn, se ha ejemplificado cémo cada una de las relaciones de prefe-
rencia clasifica a un conjunto de cinco soluciones no-dominadas. Usando solo la
relacién de dominancia, todas estas soluciones son igualmente buenas; sin embargo,
utilizando relaciones alternativas se puede discriminar entre éstas. A fin de visu-
alizar la diferencia entre la optimalidad de Pareto y la inducida por las relaciones
presentadas, la Figura 4.5 muestra las posiciones de las soluciones en los rankings
de los ejemplos presentados. Como se puede notar, puesto que cada relacion repre-
senta una preferencia distinta, una solucién no-dominada dada puede ubicarse en una
posicién distinta para algunas de las relaciones consideradas. A su vez, al clasificar
las soluciones de manera diferente, cada relacion de preferencia posiblemente guie
el proceso evolutivo hacia una regién diferente del espacio de bisqueda; por tanto,
comparar los resultados de los métodos basados en diferentes preferencias requiere el
desarrollo de metodologias que incorporen consideraciones adicionales [LJCCQO].

Aun mds, algunas de las relaciones proveen un ranking de soluciones mds fino que
otras. Cuando se incrementa la presion de seleccion se puede mejorar la convergen-
cia; sin embargo, esto también puede llevar a una disminucién en la diversidad de las
soluciones y otros efectos no deseados. Analizar cémo las tendencias introducidas
por las relaciones de preferencia afectan el compromiso entre la convergencia y la
diversidad en diferentes tipos de problemas podria ser un tépico interesante para
estudios futuros. Puede resultar particularmente interesante determinar las carac-
teristicas de los problemas para los cuales una informacién adicional dada (como
la cuenta del nimero de mejores objetivos) es capaz de orientar la bisqueda hacia
soluciones en el conjunto Pareto global o si se quedan estancadas en un éptimo local.
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Fig. 4.5 Ranking de las soluciones de los ejemplos para las relaciones estudiadas

Una ventaja de la utilizacién de relaciones alternativas a la relacion de dominancia
Pareto es que estas son relativamente ficiles de implementar en el marco de MOEAs
existentes basados en Pareto. En casos tales como las relaciones k-dominance,
(1 — kf)-dominance y la relacién expansién estas pueden ser im-
plementadas en el NSGA-II con solo remplazar la dominancia Pareto con
la nueva relacién, mientras que otras partes del algoritmo permanecen sin modifica-
ciones. Puesto que la relacion favour y larelacion e-preferred son
no transitivas, las mismas requieren que se reemplace el procedimiento de clasifi-
cacién por no dominancia del NSGA-II por el SCO. Por ltimo, los métodos basados
en ordenamiento por preferencia se afiaden al método de ranking basado
en Pareto original. En caso del FDD-GA [KVGNO3], una vez que cada solucién se
compara con cada una de las otras, no existe necesidad de un procedimiento adi-
cional de clasificacion para obtener el valor que serd asignado a una solucién ya que
este es el valor maximo obtenido en las comparaciones. Finalmente, implementar
€-DOM en el NSGA-II solo afecta el procedimiento de asignacion de crowding. Si
bien varios trabajos proponen modificaciones a MOEAs existentes, faltan estudios
concluyentes que analicen cudles son las caracteristicas que hacen a un MOEA es-
pecifico la mejor eleccién para incorporar un nuevo ranking, basados en una relacién
de preferencia. Ademads, puesto que diferentes relaciones pueden compartir el mismo
marco de implementacion, puede ser util analizar cémo combinarlos en diferentes
momentos del proceso evolutivo a fin de mejorar la bisqueda.

En general, los procedimientos para diferenciar y clasificar soluciones utilizando
las relaciones estudiadas en esta seccion pueden ser divididos en dos etapas: en la
primera, las soluciones son comparadas unas con otras, un objetivo a la vez; en
una segunda etapa, se utilizan los resultados de la comparacién para producir un
orden parcial de las soluciones. En la mayoria de los casos, la primera etapa tiene el
mismo costo computacional que el procedimiento de ordenamiento rdpido por no-
dominancia [DPAMO2], el cual es O(m|P|?), donde |P| representa el tamafio de la
poblacién y m el nimero de objetivos; sin embargo, los métodos de ordenamiento por
preferencia requieren comparar las soluciones en diferentes subespacios
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de objetivos hasta que las soluciones puedan diferenciarse; no existe una forma
eficiente para calcular esta relacién por lo que se vuelve no aplicable en problemas
con un gran nimero de objetivos.

De acuerdo a [DebOl]], conforme el tamafio de la poblacién se incrementa, la
proporcién de soluciones no-dominadas decrece; por tanto, reducir la complejidad
temporal de los métodos que clasifican soluciones puede ser un tépico interesante
a fin de manejar poblaciones de mayor tamafio. Ademds, cabe destacar que, para
algunas relaciones, es posible obtener un resultado de comparacién contradictorio
si son comparadas solo unas con otras o si son comparadas utilizando la posicién en
el ranking considerando toda la poblacién. En la Tabla[d.T5] por ejemplo, se puede
ver que si el FDD-GA solo compara las soluciones C con E, y asi C serd considerada
como la mejor, mientras que de acuerdo al ranking producido considerando las
cinco soluciones E es mejor que C. Este comportamiento debe ser tenido en cuenta
al utilizar la relacién en los casos donde no se considera el conjunto completo de
soluciones, por ejemplo durante la seleccién por torneo.

4.2 Algoritmos basados en transformaciones del problema
original

4.2.1 Métodos basados en escalarizacion: basados en agregacion

4.2.1.1 Agregacion de objetivos utilizando indices de deseabilidad

En varios problemas, el tomador de decisiones puede agrupar los objetivos de un
MOFP en diferentes categorias. Para estos casos, Kruisselbrink et al. [KEB*09| han
propuesto el uso de las llamadas funciones de deseabilidad (desirability functions)
para combinar grupos de objetivos a fin de transformar el problema many-objective
original a uno con un nimero moderado de objetivos. Basicamente, las funciones
de deseabilidad pueden ser combinadas de acuerdo a categorias predefinidas para
obtener un tUnico valor para cada categoria, llamado su indice de deseabilidad.
Entonces, el conjunto de estos indices forman el nuevo problema multi-objetivo a
ser optimizado. Ademas, en [KEB*(09] se explica cémo mapear problemas con un
nimero pequeflo de objetivos m’ y un nimero ¢ de restricciones fuzzy o débiles en
un problema many-objective correspondiente con m = m’ + ¢ objetivos, mapeando,
tanto objetivos como restricciones, en funciones de deseabilidad.

Para probar el método de agregacion de objetivos utilizando indices de deseabil-
idad, en [KEB*09] los autores implementaron una version adaptada del algoritmo
evolutivo presentado en [KBIvdHOS]| el cual utiliza el método de seleccién del
NSGA-II [DPAMO02] y un algoritmo genético mono-objetivo para resolver un pro-
blema de disefio automaético de drogas donde se busca encontrar un receptor antag-
onista del estrogeno. El problema utilizado tiene 3 objetivos y seis restricciones que
fueron mapeados a funciones de deseabilidad para obtener un problema con 9 obje-
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tivos. Luego, se consideraron las siguientes alternativas de agregacién: (i) funciones
de deseabilidad para todos los objetivos y agregacion de todas las restricciones
modeladas por las funciones de deseabilidad; (ii) agregacién de las funciones de
deseabilidad correspondientes a las restricciones pero no aquellas correspondientes
a los objetivos; y (iii) agregacién de todas las funciones de deseabilidad en un tnico
indice. El resultado obtenido por las ejecuciones de estas tres opciones de agregacion
se comparan utilizando un enfoque visual y una aproximacién de Monte-Carlo para
el cdlculo de la métrica Hypervolume. En el trabajo de Kruisselbrink et al. [KEB*(Q9]
concluyen que el uso del indice de deseabilidad es una buena alternativa para reducir
el nimero de objetivos en problemas many-objective. La parte negativa de utilizar
indices de deseabilidad es que conducen a una distribucién mucho menor de las
soluciones obtenidas que la que puede obtenerse utilizando optimizacién basada en
Pareto.

4.2.1.2 Agregacion de objetivos utilizando correlacion entre objetivos

Murata et al. [MTO9|] presentaron un método basado en suma ponderada (weighted-
sum) para reducir un problema many-objective con m objetivos en un problema
relacionado con m’ objetivos que puede ser resuelto utilizando un MOEA. A dife-
rencia de [KEB*09], en [MTQ9] los objetivos a ser combinados no se especifican
por el tomador de decisiones sino que se determinan a partir de las correlaciones
entre las funciones objetivo.

El método propuesto en [MT09] recibe como entrada el niimero de objetivos m’
en los que se desea combinar los objetivos originales, y el nimero de generaciones
cuando tal combinacién se realizard. Entonces, luego de un nimero especificado de
generaciones, se muestrea un conjunto de soluciones para recalcular con éstas las
correlaciones entre los objetivos. Las correlaciones seran utilizadas para formar m’
grupos de objetivos, tratando de maximizar la correlacién promedio de los objetivos
en cada grupo. Cuando se determinan los grupos de objetivos, cada grupo se utiliza
para calcular, para cada solucién, un valor de adaptacion correspondiente al promedio
de la suma de objetivos en el grupo correspondiente. De esta manera, el problema
se transforma en uno con m’ < m funciones objetivo que serdn utilizados por un
MOEA para buscar soluciones.

Para evaluar experimentalmente su propuesta, en [MT09] se compararon los
resultados de la versién original del NSGA-II, y los obtenidos por la versién modi-
ficada del mismo algoritmo con el método de agregacién utilizando correlaciones
entre objetivos considerando casos del problema de la mochila (knapsack) [[£199a]
con 10 y 40 objetivos. Los resultados de la comparacion, utilizando como medi-
das de desempefio la suma normalizada y el rango de objetivos [ITNOS||, muestran
que el NSGA-II con el enfoque de agregacién propuesto puede encontrar mejores
soluciones no-dominadas que la versién original del NSGA-II.
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4.2.2 MOEAs basados en técnicas de reduccion de la dimensionalidad

4.2.2.1 Método de reduccion basado en analisis de componentes principales

Existen problemas que, aunque tienen muchos objetivos, tienen un frente Pareto de
baja dimensién. Esto significa que, para dos soluciones tomadas de manera aleatoria,
puede existir un conflicto entre dos objetivos dados y, sin embargo, los mismos
objetivos pueden no estar en conflicto uno con otro cerca del frente Pareto. Deb y
Saxena [DS05] combinaron el NSGA-II [DPAMO2] con una técnica de reduccioén
de la dimensionalidad basada en Andlisis de Componentes Principales (Principal
Component Analysis - PCA) para lidiar con aquellos problemas con muchos objetivos
que tienen un frente Pareto de baja dimensién. En [DS05], el NSGA-II ejecuta un
numero dado de iteraciones obteniendo un frente Pareto aproximado considerando el
conjunto inicial de objetivos 7—'0’ = ¥, luego, la salida intermedia (frente aproximado)
se pasa al PCA para obtener un nuevo conjunto de objetivos ¥, C ¥/ a ser utilizado
en la siguiente iteracién del NSGA-II.

El método de reduccién basado en el PCA almacena los valores de los objetivos
de la poblacién en una matriz O de tamafio m X |P| donde cada fila O; representa
los valores de las funciones objetivo f;, mientras que cada columna representa los
valores objetivo de una solucién. Los valores de O son utilizados para obtener
la matriz estandarizada O, es decir un conjunto de datos que tiene cero como su
centroide. La matriz estandarizada O puede obtenerse restando la media de cada
valor objetivo. Luego, la matriz O se utiliza para calcular la matriz de covarianza
Ocovar y la matriz de correlacién Ocor,.

Luego, se calculan los vectores propios (eigenvectors) y valores propios (eigen-
values) de OCOV,OZO,,. Los vectores propios se consideran como los componentes
principales (principal components - PC). El vector propio con el mayor valor propio
corresponde al primer PC, el segundo eingenvalue al segundo PC, y asi por delante.
El primer componente de un PC (un eigenvector dado) denota la contribucién del
primer objetivo en este vector, el segundo denota la contribucién del segundo obje-
tivo, etc. El elemento mds negativo y mds positivo de un componente principal dado
corresponderia a sus dos objetivos conflictivos mds importantes. Entonces, [DS0S]]
usan un umbral de corte predefinido para examinar los PC en un orden incremental
hasta que la contribucién acumulada de los PC analizados exceda el umbral de corte.

Para hacer viable el método basado en PCA, en [DS05] se propone un proce-
dimiento adicional que selecciona, para el primer componente principal, aquellos
objetivos que contribuyen de manera mds positiva y mas negativa. Luego, los otros
componentes principales son considerados en orden. Los detalles de este método
pueden encontrarse en [DS05].

Para validar el método basado en el PCA, Deb y Saxena [DSO05] experimen-
taron con una version modificada del problema DTLZS original [DTLZO02] que
permite especificar la dimensionalidad deseada del frente Pareto. Los resultados ex-
perimentales mostraron que el PCA-NSGA-II puede ser utilizado efectivamente para
resolver problemas redundantes y de grandes dimensiones. Ademas, el método PCA-
NSGA-II usa una fraccién del tiempo de computacién del que necesita el NSGA-II
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estdndar para realizar una buena estimacion del frente Pareto para algunos proble-
mas de prueba. Sin embargo, el método ha demostrado dificultades para encontrar
la combinacién correcta de objetivos en problemas con un frente Pareto de grandes
dimensiones.

En base a [DS03], en [SDO7] se proponen dos nuevos algoritmos de reduc-
cion de la dimensionalidad no-lineales para optimizacién evolutiva multi-objetivo.
Uno de estos métodos se basa en el concepto de “correntropia” PCA (correntropy
PCA) [XPPP0O6], mientras que el otro implementa el principio de despliegue ma-
ximo de varianza (maximum variance unfolding principle) [WS06]. En [SD07] una
comparacion experimental demuestra que los nuevos enfoques propuestos superan
al procedimiento bdsico basado en PCA tanto en términos de precisién como de
tiempo de computacioén cuando se resuelven problemas DTLZ2 y DTLZS de hasta
50 objetivos.

4.2.2.2 Reduccion voraz

En el trabajo de Brockhoff y Zitzler [BZ06b|], se presenta una nueva nocién de
conflicto entre objetivos basado en la estructura de dominancia, de acuerdo a la cual
dos conjuntos de objetivos F1 y F2 C F se consideran conflictivos si <##=<g;.
Una reduccién en el nimero de objetivos puede cambiar la relacién de dominancia,
en este sentido existe un error. A fin de cuantificar tal error, [BZ06b] definieron la
relacién de conflicto 6 (5-conflict relation) entre objetivos, de la siguiente forma:

Definicion 4.13 Relacion e-dominance: sea un conjunto de objetivos ¥/ C ¥, la
relaciéon e-dominance sobre ¥’ se define como:

<S={(x.X)x, X e XAVfi € F/, fi(x) —€ < fi(x)} (4.21)

Definicion 4.14 Sean 7, 7, C F dos conjuntos de objetivos, se dice que:

* ¥ es d-no conflictiva con 77 si y solo si (2 95%) A (5;525%)
* ¥ es 6-conflictiva con ¥ si y solo si (7 es no é-no conflictiva con %) O

Un conjunto de objetivos -minimo se define como un subconjunto de ¥ que no
puede ser de vuelta reducido sin cambiar la estructura de dominancia asociada con
un error de como mucho ¢. Un conjunto 7 de objetivos se llama §-redundante si y
solo si existe un conjunto ¥’ € F que es §-minimo con respecto a ¥ .

Luego, Brockhoff y Zitzler [BZ06b] propusieron un método exacto y un algo-
ritmo voraz para resolver el problema de encontrar el minimo conjunto de objetivos
correspondientes a un error dado (6-MOSS) asi como el problema de encontrar
un subconjunto de objetivos de tamaiio k con el minimo error posible (k-EMOSS).
Como ambos problemas son N'P-dificil, el método exacto solo es aplicable a proble-
mas de tamano pequeiio. El algoritmo voraz se basa en construir de manera iterativa
un subconjunto de objetivos ¥ que es d-no conflictivo con F.

El método de reduccion de objetivos propuesto en [BZ06b] fue comparado con
los resultados del IBEA sobre 9 casos de un problema Knapsack [[ZT99a] y casos del
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DTLZ2, DTLZ5, y DTLZ7 [DTLZO0S]. Un anélisis experimental de los resultados
demostrd que, al menos en los problemas considerados, una reduccién en el nimero
de objetivos es posible sin alterar la estructura de dominancia. Ademads, el algoritmo
exacto conduce a subconjuntos de objetivos mds pequefios que el algoritmo voraz,
mientras que los tiempos de ejecucion son considerablemente menores para el algo-
ritmo voraz. Finalmente, se demostré de manera experimental que el método basado
en PCA [DS05] produce conjuntos de objetivos con mayor error en la estructura de
dominancia que aquellos computados por el algoritmo propuesto en [BZ06b].

4.2.2.3 Reduccién del conjunto de objetivos basados en la seleccién no
supervisada de caracteristicas

En [LJCCCOS], la técnica de reduccién originalmente desarrollada en [MMPO2]
fue integrada en un MOEA. La idea bésica del método de reduccién es similar
al presentado en [DS03], es decir, las soluciones no-dominadas obtenidas por un
MOEA se utilizan de manera iterativa para estimar una matriz de correlacién in-
dicando conflictos entre cada par de objetivos y determinando los objetivos mds
conflictivos de un problema a fin de reducir el conjunto de objetivos. Basados en la
idea anteriormente sefialada, en [LICCCO8] se presenta un algoritmo que encuentra
el minimo subconjunto de objetivos no redundantes con el minimo error posible y
otro algoritmo que obtiene el minimo conjunto de k objetivos no redundantes que
lleva al minimo error. Estos dos algoritmos solo difieren en el criterio de parada y
los pardmetros de entrada. En un caso el nimero de objetivos deseados se especifica
mientras que en el otro se calcula.

Luego de computar la matriz de correlaciéon de un conjunto de soluciones no-
dominadas, la técnica de reduccion opera siguiendo los siguientes pasos bdasicos
[LICCCOS]:

1. Usar el conflicto entre objetivos como distancia a fin de dividir el conjunto de
objetivos en vecindades homogéneas de tamafio g en torno a cada objetivo.

2. Seleccionar el vecindario mds compacto. Esto es, el vecindario con la distancia
minima a su g-ésimo vecino.

3. Mantener el centro de tal vecindad y descartar sus g vecinos (los objetivos con el
menor conflicto en el conjunto actual). En este proceso, la distancia al g-ésimo
vecino puede verse como un error cometido al remover los g objetivos vecinos.

De acuerdo al caso especifico, el procedimiento itera los pasos 2 y 3 mientras el
nimero de objetivos deseados no alcanza el valor k especificado o mientras que no
hayan mds vecinos para ser considerados.

Las técnicas de reduccion del nimero de objetivos propuestas en [LICCCOS]
fueron incorporadas en el NSGA-II [DPAMO2]] y comparadas con el método de
reduccion basado en PCA [DS03]] y el método de reduccién en [BSDZ0S]. Para los
experimentos se consideraron tres problemas: una variaciéon del DTLZS con 3,5y
10 objetivos [DS05]], una variacién del DTLZ2 [BSDZ0S] y el problema Knapsack
[Z2T99a] con 10 y 20 objetivos. Las métricas utilizadas para evaluar los resultados
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fueron IGD [Vel99] y 6—error [BZ06b]. Los experimentos resultantes muestran que
los métodos resultan competitivos cuando son comparados a los algoritmos descritos
en [DSO3] y en [BSDZOS].

A fin de eliminar la necesidad de parametros adicionales que deben proveerse
al algoritmo presentado en [LJCCCO8]], en Lépez et al. [LICCAT11]] proponen una
técnica de reduccién modificada.

4.2.3 MOEAs basados en indicadores

Los MOEAs basados en indicadores utilizan un indicador o métrica de calidad para
asignar el valor de adaptacién a las soluciones; asi, estos algoritmos transforman el
problema original con muchos objetivos en un problema con un tnico objetivo, el
problema de optimizar el indicador escogido. Un indicador unario toma un conjunto
de soluciones no dominadas y retorna un ndmero real asociado con un criterio
de desempeiio dado; mientras que, los indicadores de calidad binarios sirven para
comparar la calidad relativa de dos conjuntos de soluciones no dominadas.

En [ZK04], se propuso el Indicator-based Evolutionary Algorithm (IBEA) como
un marco general o framework para incorporar indicadores en la busqueda evolutiva.
En dicho framework, las soluciones se comparan de a pares utilizando un indi-
cador binario arbitrario; sin embargo, se requiere que estos indicadores preserven la
dominancia, es decir, una solucién no serd evaluada mejor que otra que la domina
[ZK04].

En IBEA, la seleccidn para el cruzamiento se realiza utilizando torneo binario;
ademds, un procedimiento de seleccién ambiental remueve de manera iterativa los
peores individuos de la poblacién y actualiza los valores de adaptacién de los
individuos restantes. En [ZKO04], los autores propusieron dos variantes del IBEA
basadas en los siguientes indicadores: el indicador aditivo € (additive e-indicator -
I¢+) [ZTL* 03], y el indicador Iy p, el cual se basa en el concepto de Hipervolumen
[ZTL*03]. Estos indicadores pueden ser computados en tiempo lineal respecto a
la dimension del espacio objetivo cuando se comparan dos soluciones por vez.
Ambas variantes del IBEA fueron comparadas una contra otra en varios problemas
de prueba con muchos objetivos [BZ11| [SAT10, ISAT12, [HR12, WBNO7]]. Entre
estos trabajos, vale destacar los resultados de [WBNO7|], donde ambas variantes del
IBEA convergieron en un frente Pareto para el problema DTLZ2 con 6 objetivos
[DTLZOS]; mientras solo el IBEA con I+ fue capaz de converger en el caso del
problema DTLZ]1 utilizando el mismo nimero de objetivos. Sin embargo, ambas
variantes fallaron en producir una distribucién adecuada de soluciones para DTLZ]1.
Cuando Sato et al. [SAT10] utilizaron el IBEA para el problema de la mochila,
también encontraron que estos consiguen una buena convergencia pero con una baja
diversidad.

Emmerich et al. [EBNOS|| desarrollaron el S-metric Selection-EMOA (SMS-
EMOA), un algoritmo evolutivo de estado estacionario (steady-state evolutionary
algorithm) que intenta maximizar el Hipervolumen [ZTL*03]. En este caso, solo se
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genera un nuevo individuo en cada iteracion por medio de operadores de variacién
aleatorios. En el SMS-EMOA, el procedimiento de ordenamiento por no-dominancia
sirve como un criterio de seleccidn primario, mientras que el Hipervolumen se utiliza
como un criterio de seleccion secundario aplicado al dltimo frente. Si al remplazar
un miembro de la poblacién por el nuevo individuo generado se incrementa el valor
del Hipervolumen cubierto por la poblacién, el nuevo individuo es incorporado a la
poblacién. E1 SMS-EMOA ha mostrado buenos resultados en problemas con dos y
tres objetivos [EBNOS,INBEOS]; sin embargo, puesto que los algoritmos que calculan
de manera exacta el Hipervolumen para un conjunto de soluciones tienen tiempo
de ejecucion exponencial con respecto al nimero de objetivos, la utilizacién de la
métrica Hipervolumen es una dificultad severa para la aplicaciéon del SMS-EMOA
en problemas con muchos objetivos.

Basseur y Zitzler [BZ06a] propusieron varias técnicas para integrar manejo de
incertidumbre en el IBEA con el indicador /.+. En [BZ06a] se consideran casos
donde un proceso estocastico determina el valor de las funciones objetivo; entonces,
cada solucién se asocia con una distribucién de probabilidad sobre el espacio obje-
tivo. Para estos casos, desarrollaron un método que computa el valor exacto de /.,
ademds, se proponen varios algoritmos para aproximar el valor de /. Estos méto-
dos fueron estudiados empiricamente en varios problemas, obteniendo resultados
satisfactorios con un niimero creciente de objetivos.

La carga computacional del cdlculo del Hipervolumen, en general, evita que este
indicador se utilice en problemas con muchos objetivos. Es por ello que, Brockhoff
y Zitzler [BZ07] propusieron el Simple Indicator Based Evolutionary Algorithm
(SIBEA) como un framework para combinar estrategias de reduccién del nimero de
objetivos y busqueda basada en Hipervolumen. Usando este framework, en [BZ07]
se analizaron las técnicas de reduccion de la dimensionalidad -MOSS y k-EMOSS
propuestas en [BZ06b|] para problemas con hasta 9 objetivos. Los experimentos
realizados en [BZ07]] demostraron que, considerando el mismo tiempo de ejecucidn,
el SIBEA sin técnica de reduccién puede ser mejorado con respecto a su convergencia
al combinarlo con el k-EMOSS. Este resultado se explica debido a que la reduccién
de objetivos produce una reduccion del tiempo de computacién del Hipervolumen
lo cual permite evaluar mds soluciones en un mismo tiempo. La posible mejora
que puede obtenerse gracias a la reduccidn de objetivos estd limitada debido a la
sensibilidad que tiene el computo del Hipervolumen con respecto al nimero de
objetivos, ademads, para ser viable, los problemas deben ser reducidos a menos
de 6 objetivos. Asi mismo, mostraron que el SIBEA obtiene mejores valores de
Hipervolumen que el NSGA-II [DPAMO02] y el SPEA2 [ZLTO1b].

A fin de lidiar con el esfuerzo computacional que requiere calcular el Hipervolu-
men, en vez de reducir el nimero de objetivos, Bader y Zitzler [BZ11] proponen el
uso de un algoritmo Monte Carlo para aproximar el valor exacto del Hipervolumen.
En base a esta idea, en [BZ11] se presenté el Hypervolume Estimation Algorithm for
Multi-objective Optimization (Hype). Una caracteristica importante del Hype es que
permite establecer una relacién de compromiso entre la precision de la aproximacion
y los recursos computacionales. Hype es similar a otros algoritmos evolutivos pero
utiliza el concepto de seleccién medioambiental para crear una nueva poblacién a
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partir de las mejores soluciones en el conjunto unién formado por el padre y las
poblaciones hijo y estima el valor del Hipervolumen muestreando las soluciones en
diferentes frentes. En [BZ11], se comparan dos variantes del Hype contra varios
MOEA del estado del arte utilizando 17 problemas de prueba con hasta 50 objetivos.
La calidad de los resultados de los métodos comparados fueron evaluados utilizando
el cdlculo exacto del Hipervolumen en problemas con menos de 6 objetivos, y, para
un nimero mayor de objetivos, valores de Hipervolumen aproximados utilizando
muestreo de Monte Carlo [BDZ10]. Para el conjunto de funciones de prueba y para-
metros utilizados en los experimentos realizados en [BZ11], Hype mostré ser muy
competitivo, consiguiendo el mejor valor de Hipervolumen para la mayoria de los
casos.

4.2.4 MOEAs basados en particionamiento del espacio

En el € Ranking-Evolutionary Multi-objective Optimizer (eéR-EMO) presentado en
[ATO9]] la idea central es alternar entre una iteracién que considera el conjunto
completo de objetivos, y un conjunto de iteraciones que toman en cuenta un sub-
espacio diferente cada vez.

El eR-EMO fue desarrollado en base al NSGA-II [DPAMO?2]. Entonces, este
empieza generando una poblacién inicial vacia [P] y una poblacién aleatoria [Q]
Luego, un procedimiento iterativo considera todos los objetivos del problema many-
objective para clasificar las soluciones en (P U Q) usando el procedimiento rapido
de clasificacion por no-dominancia. Las soluciones clasificadas se almacenan en una
memoria adicional M, y a estos elementos se le asigna su correspondiente distancia
de crowding. Posteriormente, el espacio objetivo se particiona en un conjunto n | de
subespacios no solapados con la misma dimensién. Luego, las poblaciones originales
Py Q se vacian. El eR-EMO continda evolucionando M una generacion para cada
subespacio |s| utilizando el procedimiento e-ranking [ATO08]]. Un conjunto truncado
de soluciones en M se utiliza para obtener una nueva poblacion [P,| utilizada para
generar una Al final de cada iteracion con subespacios, las soluciones en Py y
Qs seunen en Py Q, respectivamente. El procedimiento continua hasta alcanzar el
criterio de parada. De esta forma, la busqueda utiliza diferentes combinaciones de
conjuntos reducidos de objetivos en cada generacion.

Antes de su ejecucion, el eR-EMO requiere que se establezcan como se
muestrearan los subespacios. En [AT09], se analizan tres estrategias: aleatorio,
rotacién y fijo. Ademads, el eR-EMO requiere que el tomador de decisiones de-
termine el nimero de soluciones que desea considerar en cada particién, asi como
el nimero de generaciones antes de crear una nueva particion. En [LIJICCATI11], el
€R-EMO original fue modificado a fin de determinar de manera automdtica estos
pardmetros. En este caso, el nimero de soluciones en cada particién se define de
acuerdo a la contribucién de cada subespacio al conflicto total del problema, mien-
tras que un método de deteccién de convergencia se utiliza para determinar cuando
una nueva particion es necesaria.
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En [ATO9]] el método eR-EMO fue evaluado experimentalmente en el problema
MNK-Landscapes [AT04] utilizando 4 a 10 objetivos. Como métricas de compara-
cion, el trabajo utilizé6 Hipervolumen y Cobertura [ZT99al]. De acuerdo a los re-
sultados obtenidos, la convergencia y la diversidad de las soluciones encontradas
se mejoran con el eR-EMO en todos los casos. Sato et al. [SAT10] compararon un
método similar al presentado en [AT(09] con un muestreo aleatorio de objetivos,
el cual se llama en ese trabajo Partial Pareto Dominance MOEA - (PPD-MOEA),
contra el IBEA [ZKO04], un método basado en la relacién de expansién [SATO7],
el NSGA-II [DPAMO2| y el MSOPS [HugO5]] para el problema de la mochila 0/1
con 4, 6, 8 y 10 objetivos. Ademds, se considerd una variaciéon del PPD-MOEA
utilizando la relacion de expansion en vez de la relaciéon de dominancia Pareto. En
[SAT10], el PPD-MOEA consiguié mayor diversidad que el IBEA, MSOPS y el
método basado en la relacién de expansidn, asi como una mejor convergencia que el
NSGA-II original.

4.2.5 Resumen sobre los MOEAs para problemas con muchos objetivos
basados en transformaciones del problema original

Como se senalé previamente, las dificultades para resolver los problemas many-
objective utilizando MOEAs incluyen: (i) la proporcion creciente de soluciones
no-dominadas, (ii) el costo computacional, y (iii) la visualizacién de los resultados.
Los métodos basados en relaciones de preferencia se centran en la primera de estas
dificultades buscando mejores esquemas para diferenciar las soluciones (ver Seccién
[@.1); por otra parte, los métodos basados en transformaciones del problema original
también consideran, con menor o mayor grado, las otras dos cuestiones.

Los enfoques de agregacidon se encuentran entre las técnicas mds simples que
podrian utilizarse para transformar un problema de muchos objetivos en un pro-
blema de optimizacién multi-objetivo o incluso con un tnico objetivo. En general,
estos métodos requieren menos carga computacional que otras alternativas. Por otra
parte, teniendo en cuenta las combinaciones de objetivos, los enfoques basados en
agregacion pueden facilitar la visualizacién y toma de decisiones. Sin embargo, la
principal desventaja de este tipo de MOEAs es que su capacidad de bisqueda de-
pende de la eleccion de la funcion de escalarizacion, asi como de la seleccion de
objetivos a ser combinados. Ambas cuestiones se relacionan con las caracteristicas
del problema que se optimiza, por lo tanto, representan un inconveniente grave para
la robustez de estas técnicas. De hecho, para el método basado en las funciones
de deseabilidad [KEB*09], el tomador de decisiones tiene que definir a priori los
objetivos que seran combinados. Por lo tanto, dos aspectos importantes para futuras
investigaciones sobre los MOEAs basados en agregacién son: cémo identificar los
objetivos a combinar, y qué funcién de escalarizacion utilizar.

Una desventaja significativa de los métodos basados en indicadores es el excesivo
tiempo de ejecucion para el calculo del indicador de calidad, especialmente para los
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métodos basados en Hipervolumen. Para aliviar este impedimento, se propusieron
los siguientes enfoques: (i) combinar la busqueda basada en indicadores con técnicas
de reduccién objetivos [BZ07], y (ii) usar aproximaciones a los valores del indicador
en lugar de un célculo exacto [BZ11]. El andlisis de otras posibilidades para mejorar
el costo computacional de estos algoritmos es claramente un tema de investigacién
interesante para ser explorado.

Las técnicas de reduccion de la dimensionalidad se pueden combinar con otros
métodos como una forma de superar las dificultades que surgen en problemas con
muchos objetivos, tales como el costo computacional y la dificultad de visualizacion.
De hecho, la principal ventaja de este enfoque es que mediante la reduccién de
un problema de optimizacién con muchos objetivos en uno multi-objetivo, éste
puede ser resuelto con MOEAs existentes. Sin embargo, en problemas donde el
conjunto de objetivos es minimo, el método no es viable. Hay varias técnicas de
reduccion del nimero de objetivos que se pueden utilizar, pero determinar cudl
de ellas se ajusta mejor para una clase dada de problemas es todavia un drea de
investigacién prometedora. En los casos estudiados, la eliminacién de los objetivos
depende de las soluciones actuales en la poblacién. En la mayoria de los MOEAs, la
poblacién evoluciona a partir de un muestreo aleatorio del espacio de bisqueda hacia
una aproximacion al conjunto de Pareto, por lo tanto, dependiendo del momento
en el que se ejecuta la reduccion del nimero de objetivos, se puede eliminar un
conjunto diferente de objetivos. Por consiguiente, la determinacién de los criterios
para ejecutar el método de reduccion de objetivos se convierte en un problema
importante a ser analizado.

Por iltimo, a pesar de los resultados promisorios presentados en [AT(09,
LJCCATI1, ISAT10|, son todavia escasos los trabajos que estudian los enfoques
de particién del espacio de objetivos. Estos métodos parecen ser muy atractivos
para ser aplicados en combinacién con relaciones de preferencia como en [SAT10].
Ademds, podrian ser implementados junto con los métodos basados en indicadores,
lo que proporcionaria una forma sencilla de reducir la carga en la ejecucion de estos
métodos mediante el muestreo de objetivos.






Capitulo 5
MOEA basados en descomposicion

Comparado con las otras categorizacién de MOEA, los basados en descomposi-
cién tienen como principales ventajas: la posibilidad de una ejecucién mads rdpida,
la posibilidad de paralelizaciéon y la posibilidad de mejorar la diversidad de la
poblacién utilizando vectores de peso o puntos de referencia distribuidos adecuada-
mente [XXM?20]. Como se ha sefialado en afos recientes, los MOEA basados en
descomposicién han atraido a la comunidad de investigadores con el fin de aprovechar
sus ventajas en la aplicacién de estos algoritmos en problemas de optimizacién con
muchos objetivos.

Existen dos métodos bdsicos para la descomposicion de problemas: (i) el uso
de funciones de agregacion y (ii) el uso de puntos de referencia [vLBB19]. Entre
los algoritmos que utilizan funciones de agregacion destacan el Multiple Single Ob-
Jjective Pareto Sampling [HugO3]] y el Multi-objective Evolutionary Algo-
rithm based on Decomposition [ZLO7]). Mientras que el MOEA/D-M2M
[LGZ14], el Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II1 (NSGA-III) [DJ14a] y el
Reference Vector Guided EA [CIOS16] son algoritmos basados en puntos
de referencia.

En la siguiente seccién presentamos los principales algoritmos basados en des-
composicién. Finalmente, presentaremos las conclusiones y analizaremos algunos
temas de investigacion futura.

5.1 Métodos basados en escalarizacion: Multiple Single Objective
Pareto Sampling (MSOPS)

El Multiple Single Objective Pareto Sampling (MSOPS) [HugO3| Hug05] puede
considerarse como el primer algoritmo evolutivo utilizado para resolver problemas
con muchos objetivos. Este algoritmo requiere que el usuario especifique a priori un
conjunto de vectores de pesos, también llamados vectores destino (target vectors).
Una vez definido este conjunto de T vectores de pesos {Wl, R WT} estos se utilizan
para evaluar cada solucién utilizando un método min-max ponderado (weighted min-
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max). Se obtiene asi, luego de la evaluacién, que cada una de las soluciones x tienen
T valores, uno para cada vector de pesos.

El puntaje del min-max ponderado de la solucién x y vector de pesos W/, denotado
por S/ (x) se calcula utilizando la siguiente ecuacién:

S/(x) = max (W] - fi(x)) (5.1)

donde Wij es el i-ésimo componente del vector de pesos W,

Los puntajes de todas las soluciones se guardan en filas de una matriz S de
tamafio |P| X T (] P|: tamafio de la poblacién); entonces, la columna j de S, denotada
por S/, corresponde al puntaje del vector W/. Cada columna S/ se ordena en forma
ascendente para producir un ranking de soluciones R/ para el correspondiente vector
de pesos W/ asf, 1a posicién 1 es para la mejor solucién, mientras que la peor solucién
tiene un valor igual al de la poblacién que estd siendo clasificada. Los valores de
las posiciones se guardan en una matriz R, la cual se utiliza para obtener el ranking
final de la poblacion. Se considera como la mejor solucién a aquella que tiene mas
puntajes en la posicion 1, y asi por delante.

Hughes [Hug05]] compar6 el desempefio del MSOPS y del NSGA-II [DPAMO2]
con respecto al Hypervolume [2T99a] utilizando dos problemas con 4 y 6 objetivos
definidos en [VLIS]]. Los resultados en [Hug05]] mostraron que el MSOPS supera al
NSGA-II para la métrica y los problemas considerados.

Luego, [HugO7|] presenté el MSOPS-II que considera dos variaciones con res-
pecto al MSOPS original. La primera modificacién fue un método que utiliza la
poblacién actual como entrada para generar un nuevo conjunto de vectores de pesos
mientras el proceso de optimizacién se ejecuta. La segunda variante fue una reduc-
cion de la complejidad temporal del método de asignacién del valor de adaptacién
del MSOPS considerando la adaptacién de un miembro de la poblacién como la
mejor puntuacién obtenida luego de escalar los resultados de cada vector objetivo.
En [HugO7]], se compar6 el MSOPS-II con el MSOPS original y un procedimiento de
busqueda aleatoria utilizando un problema de 2 objetivos definido en [TWFT93], y
un nuevo problema definido en [Hug07]] con 5 objetivos. Para evaluar los resultados
obtenidos, se utilizaron las métricas Hypervolume [£199a] y Multi-Objective Equiv-
alent Random Search (MOERS) [Hug06]. Los resultados experimentales mostraron
que el método de ranking del MSOPS-II puede ser aplicado efectivamente como un
algoritmo de propdsito general en problemas con muchos objetivos requiriendo una
minima configuracién inicial.

5.2 Multi-objective Evolutionary Algorithm based on
decomposition (MOEA/D)

Este algoritmo, al igual que un enfoque previamente presentado en [MIGO1]], se basa
en la utilizacién de una funcidn de escalarizacion en donde se tiene un vector de peso
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diferente para cada individuo. De esta manera, el problema original se descompone
en una coleccidén de problemas de optimizacion escalares, es decir, un problema para
cada individuo de la poblacién evolutiva.

La caracteristica sobresaliente del MOEA/D es que dicho algoritmo establece una
relacion de vecindad entre los diferentes subproblemas de acuerdo a la distancia que
existe entre los vectores de los coeficientes de agregacion asi como el apareamiento
y reemplazo local. De esta forma, cada uno de los subproblemas en los que se divide
el problema original puede ser optimizado utilizando solo informacién sobre los
subproblemas vecinos con lo que se consigue una mejora importante en la velocidad
de convergencia del algoritmo.

En el Algoritmo([I2]se presenta la secuencia de pasos del MOEA/D. Como datos de
entrada este algoritmo requiere que el usuario defina un conjunto de vectores de peso
Al AN de tamaiio igual a la poblacién. Los puntos de este conjunto deben estar
uniformemente distribuidos y satisfacer ciertas condiciones [ZL07]. La generacién
correcta de tales pesos es un tema importante que ha sido tratado en varios trabajos; el
lector interesado puede consultar a [ZYZJ15,[HHH17,[SZJYS11, QML* 14, IGPE14].
En este sentido, se han realizado propuestas para ajustar el vector de pesos de
manera adaptativa [DLH20, IM'T20|]. Ademads, otro pardmetro necesario especifico
es el tamafio T de la vecindad a considerar.

Independientemente del proceso utilizado para generarlos, cada vector de pesos A/
se asocia con un tnico individuo j de la poblacién P. En la sentencia[5|del Algoritmo
[12]se calcula para cada uno de los vectores de peso la distancia euclidiana a los demds
vectores de peso. Luego, estas distancias se utilizan para definir el conjunto de vecinos
de cada uno de los vectores A°, denotado por B(i), compuesto por los T vectores
mds cercanos. Se genera entonces la poblacién de tamafio N y se calcula el valor
objetivo de cada elemento de la poblacién. Posteriormente, se inicializa el valor de
7" =z}, .-» 2, que estd definido como z7 = min{ f;(x) | x € Q}. Es decir, es el mejor
valor del objetivo i-ésimo encontrado entre todas las evaluaciones de la funcién
objetivo con cada individuo perteneciente al conjunto de soluciones (considerando
minimizacién) y representa el valor ideal para cada objetivo del problema para
ser utilizado en el método de escalarizacién de Tchebycheff, como se explica mas
adelante.

Luego de la etapa de inicializacién se ejecutan los pasos de la evolucion. Al
tener asignando a cada elemento de la poblacién i un tnico vector de pesos A y
con su correspondiente vecindad B(i), se define la vecindad de i como el conjunto
de soluciones con subproblemas en B(i). La seleccion y el cruzamiento se ejecutan
considerando cada vecindad. Existen diferentes propuestas que se han desarrollado
para mejorar tanto la seleccion [LZOS) ICL11, WZGZ14] como el cruzamiento en
MOEA/D [LZO08]). En el modelo basico de [ZL07]], para cada elemento i se hace la
seleccion aleatoria de un par de indices j y [ de B(i), estos indices se utilizan para el
procedimiento de cruzamiento con los elementos correspondientes de la poblacién
y obtener un nuevo vector x. Para obtener este nuevo vector se utiliza un mecanismo
inspirado en la evolucién diferencial. Luego, de ser necesario, se aplica un proceso
de reparacién de la solucién especifico del problema. El nuevo individuo obtenido
se evalda y en caso de que corresponda se actualiza el valor de z*. Si alguno de los
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valores objetivo de la nueva solucién generada tiene un valor mejor que alguno de
los valores del punto de referencia actual, z* debe ser actualizado con el nuevo valor
(linea22).

En la linea [25] se da inicio a la fase de actualizacién de cada subproblema. Aqui
se debe determinar si la nueva solucién generada es mejor que algin individuo
perteneciente a la vecindad del subproblema actual. Esto se realiza por medio de la
funcién de escalarizacion, que en este caso se calculard con el método Tchebycheff.
Existen diferentes alternativas para la escalarizacion, en el trabajo de [ZL07] se evalu-
aron tres opciones de escalarizacién para el MOEA/D: suma ponderada, Tchebycheft
ponderado (weighted Tchebycheff) y el enfoque de interseccién de limites (boundary
intersection approach) [ISTNQ9, [ZL0O7].

En el enfoque de Tchebycheft, la escalarizacion se realiza de la siguiente forma:

ming’®( x,4,z") = max ] fi(x) = }Vx e Q (5.2)
Sism

En [MZT*17] se estudian los enfoques de descomposicién de Tchebycheff para los
problemas de optimizacién multi-objetivo. Por su parte, en [[STNO9], el MOEA/D
con suma ponderada [Mie99] fue evaluado favorablemente en problemas many-
objective con frente Pareto convexo; sin embargo, el MOEA/D con el método de
Tchebycheff ponderado [Mie99] tiene ventaja cuando el frente Pareto es no-convexo;
entonces, puesto que la eleccidn de la funcién de escalarizacién apropiada para uti-
lizar en el MOEA/D depende de la forma del frente Pareto, Ishibuchi et al. [ISTNQ9]
propusieron alternar de manera automdtica entre suma ponderada y Tchebycheff
ponderado.

El método para alternar entre las opciones de escalarizacién supone que, al usar
un método de suma ponderada, varios individuos en un mismo vecindario tendran
el mismo valor del vector objetivo en la bisqueda en dreas no convexas. Por tanto,
el procedimiento considera que si existen al menos un nimero dado, definido por
el tomador de decisiones, de soluciones con igual valor del vector objetivo en una
vecindad, se debe utilizar el método ponderado de Tchebycheff, de otra forma, se
utiliza el método de suma ponderada. Ademds de esto, mds recientemente, se han
estudiado diferentes alternativas de mejora para los métodos de descomposicién y
otras maneras de combinarlos [PRC18]].

Siguiendo con el Algoritmo luego de la aplicacién de la funcion de escalari-
zacidn se utiliza el valor obtenido para comparar cada una de las demas soluciones
de la vecindad. Cuando el el valor de aptitud de la solucién nueva es mayor que el
de alguna solucién de la vecindad, la solucién nueva la reemplaza. De esta manera,
MOEA/D mantiene siempre dentro de la poblacién las mejores soluciones encon-
tradas para cada subproblema. Al terminar de procesar los n subproblemas, se pasa
a una nueva iteracion del algoritmo.

Previamente al método propuesto en [ZL07], Ishibuchi y Morima [IM98]] pro-
pusieron un método de descomposicién llamado Multi-objective Genetic Local
Search (MOGLS), el cual luego fue mejorado por Jaszkiewicz [JasO2]. Béasica-
mente, MOGLS genera en cada iteracién un vector de pesos aleatorio para evaluar
la poblacién actual y utiliza una poblacién externa para almacenar soluciones no
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Algoritmo 12: Pseudocédigo MOEA/D

Datos: 1!, ..., 2" = vector de pesos distribuidos de manera uniforme
T = nimero de vecinos de cada A’ a considerar
N = tamaiio de la poblacién P
tmax = nimero maximo de generaciones
/* Inicializacién */
1 Hacer EP =
/* Calcular los T vectores mas cercanos de cada vector A */
parai < Oa N — 1 hacer
para j < Oa N — 1 hacer
sii # j entonces
distancia_euclidiana (', V) ;

fin
fin
fin
paracadai < N hacer
Definir el conjunto de vecinos de i como B (i) = {i'...iT } tal que cada ;1 ... A;r
son los T elementos mds cercanos a A';

o I 7 NI

—
=5

fin

Generar una poblacién inicial P de tamafio NV aleatoriamente ;

Calcular la funcién objetivo para cada elemento de la poblacion ;

Inicializar el valor de z* = zf, ..., Zy;» donde cada elemento de z* corresponde al minimo
valor del objetivo i-ésimo de todos los elementos de P ;

/* Evolucién */

mientras t < t,,,,x hacer

e e
B W N =

1

wn

16 parai «<— Oa N — 1 hacer
17 seleccion de pares: seleccionar aleatoriamente dos indices k y [ de B(i) ;
18 reproduccién: Obtener una nueva solucién x a partirde P[k]y P[l] ;
19 reparacion: Reparar la solucién x utilizando heuristicas especificas del problema;
20 para j < 1 am hacer
21 si z; < F;(x) entonces
2 | zj=Fj(x);
23 fin
24 fin
/* Actualizar subproblema */
25 para cada j € B(i) hacer
26 sigh®(x | A/, z) <g'(y/ | A/, z) entonces
27 v/ = x;
28 F(y/) = F(x);
29 fin
30 fin
31 fin
32 t=t+1;
33 fin

dominadas. En [ZLO7], se demostré que el MOEA/D produce mejores aproxima-
ciones que el MOGLS en el problema de la mochila con 4 objetivos. Por otra parte,
en [IHNOS|| se mostr6é que el MOGLS puede trabajar bien en problemas con muchos
objetivos.
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Los inconvenientes principales del MOEA/D son: una posible reduccién de la
diversidad en la poblacién y la necesidad de una seleccién adecuada de valores
de vectores de peso. Para lidiar con ambos problemas, en [LGZ14] se propone
el MOEA/D-M2M. Este algoritmo tiene como idea principal de descomponer el
MaOP original en un conjunto de problemas multiobjetivos con un nimero dado
de K objetivos en lugar de problemas con un solo objetivo. En este método, no se
utilizan métodos de agregacion sino vectores de direccidn para dividir el espacio
objetivo en los subespacion de K objetivos. Un vector estd en un subespacio dado, si
tiene el dngulo mds pequefio con el vector unitario correspondiente a un subespacio
dado entre todos los demds vectores de direccién K. Este algoritmo utiliza un
conjunto de subpoblaciones para cada uno de los subproblemas considerados. El
tamafio de cada subpoblacién es un pardmetro del algoritmo. Estas subpoblaciones
se establecen inicialmente de manera aleatoria. Luego, mientras no se cumpla el
criterio de detencion, cada subpoblacién se considera a la vez para la aplicacién
de los operadores evolutivos de forma a crear una nueva descendencia. Al final de
cada iteracion, toda la poblacion se divide en las subpoblaciones; sin embargo, en
este caso los vectores se asignan a cada subpoblacién considerando la division del
problema del subespacio. Finalmente, el conjunto de soluciones no dominadas en
todo el conjunto de poblaciones se obtiene como salida del algoritmo. En[LGZ14]],
el MOEA/D-M2M se comparé con MOEA/D y NSGA-II [DPAMO02], mostrando un
rendimiento mejorado en un conjunto de instancias de prueba.

5.3 Nondominated Sorting Genetic Algorithm - III (NSGA-III)

El algoritmo NSGA-III [DJ14b] es un MOEA basado en descomposicién que utiliza
puntos de referencia bien distribuidos en el espacio de soluciones con el fin de
proporcionar la diversidad necesaria en las soluciones a fin de guiar la bisqueda
de manera eficiente. Los pasos bésicos de este algoritmo son los mostrados en el
Algoritmo[I3] Como puede observarse, en términos generales los pasos que sigue el
NSGA-III son similares al NSGA-II [DPAMO2]], presentado en detalle en la Seccién
Las diferencias fundamentales entre ambas versiones son la necesidad de
calcular puntos de referencia para colocar en el hiperplano, la necesidad de un
mecanismo para normalizar los valores de la funcién objetivo, la asociacioén de los
miembros de la poblacién a los puntos de referencia y la técnica de célculo del valor
de nicho.

En el Algoritmo [T4] se presenta el una versién mds completa del del NSGA-III
[MKSOvLt20l [DJ14b]]. Como puede verse, se toma como entrada un conjunto de
puntos de referencia V. Estos puntos de referencia pueden estar generados de forma
automadtica o manual. En el caso de la generacién automatica, en [DJ14b]] se calculan
H puntos distribuidos en el espacio de un hiperplano utilizando el enfoque de Das
y Dennis el cual ubica los puntos de manera uniforme [DJ14b]]. Si se consideran p
divisiones, el nimero de puntos de referencia H en un problema con m objetivos es:
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H:("”p_l) (5.3)
p

En el NSGA-III primeramente se genera la poblacién padre inicial de forma
aleatoria. Esta poblacién padre es utilizada en el ciclo iterativo para obtener a partir
de ella una poblacién hijo Q, a partir de la aplicacién de los algoritmos de recombi-
nacién y mutacién. Tipicamente se utiliza el cruzamiento por SBX (Simulated Binary
Crossover). Seguidamente, se calculan los frentes {F 1 72 ...} de no-dominancia
de P(t) UQ, y se llena la poblacién P(¢+ 1) con los elementos de cada frente. Como
en el NSGA-II, se utiliza un mecanismo de nicho para determinar los elementos a
ser incorporados en la poblacién siguiente en caso que un desempate sea necesario.
Para esto, se requieren los siguientes pasos: normalizacién de los valores objetivos,
asociacion de los elementos de la poblacién a los vectores de referencia y ejecucion
del procedimiento de nicho.

El método de normalizacién de los objetivos, presentado en el Algoritmo [I3]
computa el punto ideal Z™", que almacena los minimos valores objetivos calculados
hasta el momento. Luego, se procede a realizar una translacion de objetivos f
restando a todos los vectores objetivos f; de S(z) el vector Z"™". Luego, para cada
funcién objetivo, se calculan vectores extremos a partir de los f; mds cercanos a
cada eje objetivo. Estos vectores formarian un hiperplano que se interseca con los
ejes objetivo en puntos a; respectivos a cada eje.

Algoritmo 13: Algoritmo NSGA-III bésico

1 Calcular el nimero de puntos de referencia (H) para colocar en el hiperplano utilizando

2 Generar una poblacion inicial de manera aleatoria teniendo en cuenta los recursos
asignados

3 Ejecutar la clasificacién de la poblacién P por no-dominancia

4 parat = [ hasta t;,,4x hacer

5 Aplicar seleccion, cruzamiento y mutacion sobre la poblacion P para generar la
poblacién hijo O

6 Ejecutar la clasificacién de la poblacién por no-dominancia sobre P U Q

7 Incluir los elementos de cada frente hasta el frente / antes de llenar la poblacién
P(t+1)

8 si El niimero de elementos a incluir el frente | supera el tamaiio deseado entonces

/% Utilizar un procedimiento especial basado en los puntos de
referencia para determinar la distancia de nicho */

9 Normalizar los valores objetivos de cada uno de los elementos de la poblacion
10 Asociar los miembros de la poblacién con los puntos de referencia
1 Aplicar el mecanismo de preservacion del nicho
12 Determinar los elementos de #! para completar P (f + 1) sin superar el tamafio
deseado
13 fin
14 en otro caso
15 ‘ Incluir el frente / en la poblacién P (¢ + 1)
16 fin
17 t=t+1

18 fin
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Algoritmo 14: Pseudoc6digo NSGA-III

Datos: P (¢)= poblacién de la generacién ¢
V = conjunto de puntos de referencia

Ay,

..,Jv|= conjunto de miembros de la poblacién asociados a los vectores de V

1 t = 0 Generar una poblacién P(¢) de tamano N en forma aleatoria;
2 mientras ¢ < t,,, hacer

3
4
5

IR TC N

25
26
27 fin

Q(t) = generar_poblacion_hija(P(t));
R(t)=P(t)UQ(1); // combinar la poblacién padre e hijo
F =fast_non_dominated_sort(R (7)) ; // Usar Alg. E] para obtener los
frentes de R(?)
mientras S(z) <| N | hacer
| S()=S@OUF, i=i+l;
fin
F! = ¥ es el tltimo frente a ser incluido
si | S(¢) |= N entonces
P(t+1)=S(1);
continuar en la siguiente iteracion;

fin

P(e+1) =UZ) 7,

k=N-|P(t+1)]; /* cantidad de individuos a seleccionar */
normalizar(S(t)) ; /* normalizar valores objetivos */

/* Asociar cada elemento s de S(r) a un punto de referencia, el
mas cercano */
W = computar_linea_ref erencia(V); /* asociar cada puntos a
vectores */
parai «— Oa| S(¢) | hacer
para j < Oa | W | hacer
‘ di,j = computar_distancia_per pendicular(S(t)[i], W;);
fin
k= {jlargminseq,.. |wy di;}:
A=A U{L;}; /* miembro de la poblacié6n se asocia al Vi */
fin
/* Elegir los k elementos faltantes para construir P(t+1) */
niching(P(t +1), A, 71, k);
t=t+1;

Una vez que se obtienen estos valores, los vectores fi’ se normalizan haciendo
la divisién de cada dividiendo cada posicién por el valor a; respectivo. Ahora, el
hiperplano intercepta los ejes en el valor 1 y los puntos de referencia calculados al
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inicio coinciden con este plano. Con este mecanismo, se busca mantener la diversidad
de las soluciones cuando se trata con objetivos en escalas desiguales.

Algoritmo 15: Procedimiento de Normalizacién NSGA-III

Datos: S(7)= poblacién de individuos actual
/* Traduccién de vectores objetivo y cdlculo de vec.
extremos */
1 parai < 1 a M hacer
2 | " =mingus) fi(s);
3| H(s) = fils) -2
4 | Pr.., m = calcular_extremos(S(1));
5 fin
/* Hallar puntos de interseccién */
parai < 1 a M hacer
‘ a; = calcular_interseccion(P,i)
8 fin
/* Normalizar los vectores objetivo */

9 para cada s U S(¢) hacer
n — n
10 ‘ Loom =S

..........

=N &

La asociacién de cada uno de los individuos a los puntos de referencia se realiza
determinando para cada individuo el punto de referencia mas cercano utilizando la
distancia perpendicular entre cada vector objetivo y las lineas que unen los puntos
de referencia con el origen (linea[I8).

Note que un punto de referencia puede no estar asociado a ningin elemento de
la poblacién, a uno sélo o a varios. El algoritmo de niching utiliza esta informacién
para seleccionar los K elementos faltantes para llenar S(¢). Este procedimiento
se describe en el Algoritmo @ y consiste primeramente en verificar cudles V;
presentan la menor cantidad de individuos (p;) ya seleccionados para formar parte
de la siguiente generacion. Se selecciona luego uno aleatorio entre dichos V; (lineas
[]y[]del Algoritmo[I6) y, con el ciclo de la linea[5]se seleccionan solo los individuos
asociados a V; que sean también miembros de F!, formando el conjunto /’. Una vez
realizado este proceso, pueden darse tres situaciones:

a. Si p; es 0 (linea , se selecciona el individuo de ¥/ més cercano al punto de
referencia para agregar a P(¢ + 1).

b. Sip;es > 1 (linea E]), se elige un individuo (aleatorio o con algun criterio) de
F! que esté asociado al punto de referencia para agregar a P(¢ + 1).

c. En cambio, si no existen individuos de F7 asociados (linea, entonces el punto
de referencia ya no se considera en los proximos ciclos de este proceso.
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Este proceso se repite K veces, hasta que la poblacién P(¢ + 1) alcance los N
individuos.
Algoritmo 16: Procedimiento de Niching NSGA-III
Datos: K = niimero de miembros a ser seleccionados
F! = dltimo frente de Pareto
V = conjunto de puntos de referencia
A; = conjunto de individuos asociados a un punto V;
pj = niimero de miembros de un punto V; que ya pertenecen a P(t + 1)
d(s) = distancia entre un individuo s y su punto de referencia asociado
1 k=0;
2 mientras k < K hacer

3 | Jmin={Jj:argminjey p;};
4 | Jj=random(jmin):
5 para cada s € A; hacer
6 si s € 7' entonces
7 | I'=I"U{s}
8 fin
9 fin
10 si I’ # 0 entonces
1 si p; = 0 entonces
12 | P(1+1)=P(t+1)U{s: argminge; d(s)}
13 en otro caso
14 | P(1+1) =P(t+1) Urandom(I’)
15 fin
16 Pj=pPj + 1;
17 ?"=Tl\{s},Aj=Aj\{s};
18 k=k+1;
19 en otro caso
20 | V=V\{V;}
21 fin
22 fin

5.4 Reference Vector Guided Evolutionaty Algorithm (RVEA)

El Reference Vector Guided Evolutionaty Algorithm (RVEA) propuesto por Cheng
et al. [CJOS16] es otro algoritmo que, como el NSGA-III, se basa principalmente
en una estrategia de descomposicion y en el procedimiento elitista del NSGA-
II [DPAMO2] para dividir el problema en subproblemas, formando parte de un
subproblema cada subespacio de soluciones que se encuentra cerca de uno de dichos
vectores de referencia.

A diferencia de otros algoritmos, el RVEA propone un enfoque de escalarizacion
llamado Angle-Penalized Distance (APD). Este procedimiento esta disefiado para
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Algoritmo 17: Pseudocédigo basico del RVEA [MKSOvLt20, (CJOS16].

Datos: el nimero maximo de generaciones #,,,x, un conjunto de vectores de referencia de
la iteracién inicial Vo = {Vy,1, Vo2 ... Von
M = nimero de objetivos
f- = frecuencia de adaptacién de los vectores de referencia
N = cantidad de vectores de referencia
1 Inicializar la poblacién Py aleatoriamente con N individuos;
2 mientras ¢ < f,,, hacer
3 Aplicar seleccién, cruzamiento y mutacion sobre la poblacién P para generar la
poblacion hijo Q;
4 Hacer P(t) = P(t) U Q(1);
/* Utilizar la seleccién guiada por vectores los de referencia V;
para obtener P(t+1) */

5 parai <« 0 a M hacer

6 para j < Oa | P(t) | hacer

7 ‘ Z:tliin — mln(ﬁ,,, Z?fiin

8 fin

9 fin
10 parai «— Oa| P(z) | hacer /* Trasladar objetivos */
1 ‘ [:[ = ﬁ,i - Z,min;

12 fin
13 seleccion_por_vectores_de_ref erencia(Vy, P(t), N);

/% Utilizar el procedimiento de adaptacién de para obtener Vit + 1

a partir del conjunto V; y P(t+1) */
t

14 si 7-— mod f == 0 entonces

15 Vir1 = adapatacion_de_V (P(t + 1), Vy, Vp)
16 en otro caso

17 ‘ Vier = Vi

18 fin

19 t=t+1

20 fin

balancear la convergencia y la diversidad de acuerdo al niimero de objetivos y
la generacién. Ademds, el RVEA propone una estrategia para ajustar de manera
adaptativa los vectores de referencia para lidiar con aquellos vectores objetivo que
no pueden ser correctamente normalizados. Adicionalmente, permite utilizar un
método de articulacién de preferencias que es capaz de generar distribuciones Pareto
Optimas con valores objetivo en regiones especificas del espacio objetivo. Por tiltimo,
en [CJOS16] se plantea el uso de una estrategia de regeneracion del vector de
referencia.

El Algoritmo [I7| presenta el pseudocédigo basico del RVEA. El algoritmo toma
como entrada un conjunto de vectores de referencia unitarios Vj, y una poblacién Py
con N individuos aleatorios. Los vectores de referencia se obtienen a partir de un
conjunto de puntos uniformemente distribuidos en el espacio de un hiperplano que
interseca con todos los objetivos. Estos puntos u; se generan matemdaticamente, y a

partir de éstos se obtienen los vectores de referencia unitarios con v; = ﬁ
i
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Como puede verse en el Algoritmo [T7] el procedimiento de elitismo es similar
al del NSGA-II y NSGA-III. Sin embargo, una vez que se forma la poblacién
combinada PUQ, los elementos que se incluirdn en la siguiente poblacién evolutiva se
determinan mediante un procedimiento de seleccién guiado por vector de referencia.
El primer paso del procedimiento de seleccién guiado por vectores de referencia
algoritmo es la translacién de los valores objetivos de la poblacion combinada de
padres e hijos al cuadrante de los vectores de punto de referencia ideal. Para ello se
calcula 7" (linea , un vector que contiene los valores objetivo minimos para la
generacion ¢ actual. Ese vector se utilizar para realizar la traslacién de los valores
objetivo. Esta translacién consiste en restar los valores objetivo de cada individuo
se restan con z/"" para pasarlos al primer cuadrante, y permitir el uso del origen de
coordenadas como punto de referencia ideal. El conjunto de vectores de referencia
requeridos por el algoritmo se puede generar usando un enfoque introducido en
[CINS13]], o ser definido por el usuario para representar sus preferencias.

Después de la translacién de los valores objetivos, la poblacién se divide en
subpoblaciones que asocian a cada individuo con sus vectores de referencia angu-
larmente mds cercanos. Luego, un procedimiento, denominado célculo de distancia
con penalizacién de dngulo, analiza las propiedades de convergencia y diversidad
de cada solucién en las diferentes poblaciones, es decir, con respecto al vector de
referencia con el que estdn asociadas las soluciones candidatas. Esta funcién busca
que en las primeras generaciones, la aptitud de los individuos se guie principal-
mente por el vector objetivo de un individuo || f/;, fomentando una convergencia
rdpida. Sin embargo, luego, la aptitud serd guiada principalmente por los dngulos
entre los individuos y sus vectores de referencia, ayudando a la diversificacion de los
resultados. La funcién llamada distancia de penalizacién de angulo Angle-Penalized
Distance (Angle-Penalized Distance (APD)) se define como:

drij=1+PO:;) - IIf (5.4)
donde
t 01,
P(0::.7) =M -( Ja - ——= (5.5)
Tmax va‘
[| ft’ ;| = distancia de ft’ ; al punto ideal (origen de coordenadas) 6; ; ; = dngulo

agudo entre ft’ ;Y Ve,j Vv, = menor angulo entre el Vy.y v; ; y todos los demas
Vrer a = variable definida por el usuario que controla la velocidad de cambio del
énfasis de la convergencia hacia la distribucién

Finalmente, segtn el valor otorgado por la funcién APD, el individuo en cada
subpoblacién que tenga la menor distancia es seleccionado para formar parte de la
poblacién en la siguiente generacion.

Los experimentos muestran que en caso de tener objetivos escalados a diferentes
rangos, los vectores de referencia distribuidos uniformemente no produciran solu-
ciones distribuidas uniformemente [[CJOS16]. Asi, al final de algunas iteraciones,
RVEA propone una estrategia para ajustar los vectores de referencia a los rangos
de valores objetivos con el fin de obtener soluciones distribuidas uniformemente,
incluso si las funciones objetivo no estdn normalizadas en el mismo rango, por ello,
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Algoritmo 18: Seleccién guiada por vectores de referencia [MKSOvLt20,
CJOS16].

Datos: V; = v; 1;...; v,y = conjunto de vectores de referencia
P;.1..n=poblacion de individuos de la generacién ¢

N = cantidad de vectores de referencia

I;= conjunto de individuos de la generacién ¢

parai «— Oa | P(z) | hacer /* Descomposicién de la poblacién */
para j < Oa N hacer

f,’,»‘V[.j
3 cos O; ;i = T
L) (VA

fin

S

fin
arai «— Oa | P(z) | hacer

k = {jlargmaxjer,. . N cosO;;};
Prp=P VUl ;

RS L N
=

fin
10 parai < Oa N hacer /* Calculo de APD */
11 para j «— Oa | P(z) | hacer

2 diig= (14 P60 )) - IS ;

13 fin

14 fin
15 parai < Oa N hacer /* Seleccién elitista */
16 k= {jlargminjei, .. p@) drij};

17 P(t+1)=P(t+1)Ulx;

18 fin

con el fin de distribuir mas uniformemente las soluciones Optimas. La férmula que
se aplica para ello es la siguiente:

max _ min

t+1 Zt+1 (5.6)

[Ivo,i o (34 =zl

vo,io (z

Vi+l,i =

Donde v ; indica el vector de referencia i inicial, es decir, en su versién de cuando
recién fue inicializado al inicio del algoritmo, Z;4x Y Zmin representan los valores
méaximos y minimos de cada funcién objetivo en la generacion siguiente, y cada
posicién del vector v ; se multiplica por cada posicién del vector (Zyax-Zmin )-



94 5. MOEA basados en descomposicién

5.5 Oportunidades de investigacion y conclusiones

Los temas de investigacion principales en el drea de algoritmos basados en descom-
posicién se enfocan en:

* desarrollo de nuevos algoritmos

e mejorar los métodos de generacién de vectores de peso [ZYZJ1S, HHHI17,
SZJYS11,|QML*14]

* mejorar y adaptar nuevas técnicas de descomposicién para su utilizacién en el
marco de la optimizacién evolutiva [ISTNO9, [WZZ* 15, MZT*17, IYWLI18],

* incorporacién de criterios de preferencia en la busqueda [PN15| ILCL"18]

¢ desarrollar nuevos algoritmos basados en descomposicion [CJOS16, DJ14b],

* utilizacién de disefios cooperativos [PRCI18],

* balancear la diversidad y la convergencia utilizando vectores de peso o puntos de
referencia adaptativos [YXW*15]],

* adaptar y utilizar los algoritmos basados en descomposicion a nuevos y diferentes
tipos de problemas,

» mejorarladiversidad de las soluciones [LIM* 17, YXW* 15| WLZ* 18| WEDB19],

* hibridizacién con métodos basados en indicadores. [WEDBI19 [LYL*18,[TCZ*17,
MSJI*16]

Con respecto a la mejora de las técnicas de descomposicion, uno de los temas
que consideramos mds promisorios es la posibilidad de incorporacién de criterios de
preferencia en la bisqueda. Esto implica, entre otros aspectos, mejorar la capacidad
de dividir el problema considerando las preferencias entre los objetivos, ademds de la
posibilidad de realizar un enfoque mixto que incorpore las funciones de preferencia
presentadas en el Capitulo[d] Creemos que en este punto la utilizacién de la técnica
presentada en [vBB15] puede ser una oportunidad que debe ser explorada.

En la misma linea de la utilizacién de preferencias, consideramos interesante la
utilizacién del método propuesto en [vBB135] con algoritmos basados en descom-
posicién. En [vBB135]], la poblacion se divide en multiples subpoblaciones, cada
una representando soluciones cercanas o similares entre si. A diferencia de otros
algoritmos de particionamiento, el método propuesto en ese trabajo, llamado shape,
se considera el orden relativo de los valores de los objetivos en las soluciones y
vectores de orden seleccionados de manera aleatoria. Una posibilidad es reemplazar
los vectores de orden aleatorios por vectores que correspondan a preferencias entre
los objetivos establecidas por un tomador de decision.

Igualmente la técnica de aplicacion de clustering para la division de la poblacion,
ha demostrado ser ttil para realizar el niching de una mejor manera y puede servir
para clasificar mejor a los individuos, asi como a los vectores de peso, produciendo
una alternativa de divisién del espacio de buisqueda sin necesidad de vectores de
referencia. Otra drea de interés es la de analizar técnicas de clustering alternativas
para resolver la dificultad que implica la utilizacién de vectores de referencia, asi
como el célculo de dngulos y penalidades. Esto ha sido tratado de manera inicial en
[MKSOvLt20] con resultados promisorios.
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Otra cuestién relevante es la introduccién de mejores técnicas para adaptar la
biisqueda conforme esta se ejecuta, realizando un balance adecuado entre con-
vergencia y diversidad como se ha venido trabajando en los distintos algoritmos.
Creemos también que acd la técnica planteada en [vBB15] puede permitir regular
estos aspectos por medio del ajuste de los pardmetros que regulan la ejecucién del
procedimiento de division.

Como linea de continuidad para trabajos futuros se proponen los siguientes temas:

¢ Implementacién de diferentes MOEAs basados en descomposicién utilizando el
framework presentado en [vBB15]] y la comparacién con las versiones originales

* Disefio e implementacién de un método basado en preferencias que haga uso de
las ideas de clustering para su aplicacién

* Adaptar el marco de trabajo en [vBB15]] para incorporar la idea de adaptabilidad
durante el proceso de buisqueda a fin de conseguir soluciones mds cercanas y
mejor distribuidas con respecto al Frente Pareto
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