PROGRAMAS DE EVALUACION EN GRUPOS

Pedro Villalba

NIDTEC
Facultad Politécnica

Pedro Villalba (FP - UNA) PROGRAMAS DE EVALUACION EN GRUPOS



Esquema

@ Programas de evaluacion con entradas

® Computabilidad y costo de evaluacién

® Propiedades de los programas de evaluacion

® Complejidad de programas de evaluacién

Pedro Villalba (FP - UNA) PROGRAMAS DE EVALUACION EN GRUPOS



Programas de evaluacion con entradas

Conceptos previos
e G#(
* x:GxG—G

® x es asociativa

(G, %)

€s un grupo ~
® JecG:axe=¢exa=a,Va€G

eVacG,daleG:axal=alxa=c¢e

G=(5) ~ S conjunto generador de G
~ VgGG:>g:a1*a2*---*an,aiGSUS_l
Ejemplos
® Son grupos: (Z,+), (R,+), (R*,.). Ademds Z = (1)
® S, := grupo simétrico de [n] := permutaciones de n elementos,

® Doy, := grupo diedral := grupo de simetrias de un poligono regular
de n lados. )
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
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Programas de evaluacion con entradas

La idea

I'i: =X,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X% -1
X —
Fl —X, ngFl*Fl,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X J—
J(X) =
r =X, Iy =T %Iy, g =Ty Iy,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X J—
J(X) =
r =X, Iy =T %Iy, g =Ty Iy,

F4 :F3*F1,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X J—
J(X) =
r =X, Iy =T %Iy, g =Ty Iy,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X —_
Fl = X, ngFl*Fl, F3:F2*F2,
Iy =T3x*TI, I's =1, I'¢ =Ty — I,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X —_
Fl = X, ngFl*Fl, F3:F2*F2,
Iy =T3x*TI, I's =1, I'¢ =Ty — I,

I'7 =11 =T,
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X —_
r =X, Iy =T+ T, I's =T x Iy,
Iy =T3x*TI, I's =1, I'¢ =Ty — I,
T
I'7 =11 =T, Ty = —>
I';
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X5 -1
X) =
Fl —X, ngFl*Fl, F3:F2*F2,
Iy =T3x*TI, I's =1, I'e =Ty —T's,
T
I'7 =11 =T, Ty = —>
I';

I'= Ty, ,Ts)
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Programas de evaluacion con entradas

La idea
X% -1
X) =
) ==
I =X, Iy =T+ T, I =Ty x Iy,
Iy =T3x%TI1, I's =1, Ie =14y — T,
;=TT Iy = L0
7T—11 5 8 — F7
I'= (I'y,---,T%)
———
instrucciones
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Programas de evaluacion con entradas

Formalmente
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Programas de evaluacion con entradas

Formalmente

Definicién

Sea G un grupo y (S) = G, a = (a1,a2, - ,a,) € S™, n € N. Un
programa de evaluacion sobre G es un par I'¢ = (I', G) donde

I'=(T'1,Ty,--- ,T¢) es una secuencia finita de instrucciones y t € N es
su longitud.
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Programas de evaluacion con entradas

Formalmente

Definicién

Sea G un grupo y (S) = G, a = (a1,a2, - ,a,) € S™, n € N. Un
programa de evaluacion sobre G es un par I'¢ = (I', G) donde
I'=(T'1,Ty,--- ,T¢) es una secuencia finita de instrucciones y t € N es
su longitud.

Cada T'; tiene la siguiente forma:
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Programas de evaluacion con entradas

Formalmente

Definicién

Sea G un grupo y (S) = G, a = (a1,a2, - ,a,) € S™, n € N. Un
programa de evaluacion sobre G es un par I'¢ = (I', G) donde
I'=(T'1,Ty,--- ,T¢) es una secuencia finita de instrucciones y t € N es
su longitud.

Cada T'; tiene la siguiente forma:

® I'; = aj para algtn j € [t], o
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Programas de evaluacion con entradas

Formalmente

Definicién

Sea G un grupo y (S) = G, a = (a1,a2, - ,a,) € S™, n € N. Un
programa de evaluacion sobre G es un par I'¢ = (I', G) donde
I'=(T'1,Ty,--- ,T¢) es una secuencia finita de instrucciones y t € N es
su longitud.

Cada T'; tiene la siguiente forma:

® I'; = aj para algtn j € [t], o

o', = Fj_l para algun j < i en [t], o
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Programas de evaluacion con entradas

Formalmente

Definicién

Sea G un grupo y (S) = G, a = (a1,a2, - ,a,) € S™, n € N. Un
programa de evaluacion sobre G es un par I'¢ = (I', G) donde
I'=(T'1,Ty,--- ,T¢) es una secuencia finita de instrucciones y t € N es
su longitud.

Cada T'; tiene la siguiente forma:

® I'; = aj para algtn j € [t], o

o', = Fj_l para algun j < i en [t], o

e I'; =T, Ty para algin j, k < i en [t].
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Programas de evaluacion con entradas

Ejemplos
@ Sea el grupo diedral D1 = (p, \). El siguiente es un programa de

evaluacion I'p,, = (I'1,T2,T'3,1'4,T'5) que nos permite obtener el
elemento )\p?’ de Dqy:

=2\ y=p I'3=T%-T"
y=TI3-T'y I's=TI71-T4
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Programas de evaluacion con entradas

Ejemplos
@ Sea el grupo diedral D1 = (p, \). El siguiente es un programa de

evaluacion I'p,, = (I'1,T2,T'3,1'4,T'5) que nos permite obtener el
elemento )\p3 de Dqy:

=2\ y=p I'3=T%-T"
C,=T3-T; [5=Ty-T,

® EnSg, sia=(123456) y B =(12), entonces S = (c,3). Un
programa de evaluacion que computa el elemento (12 3)(456) de
SG €s: A56 = (Al, AQ, A3, A4, A5, A6, A7) con:

Al =a; Ay = B; Az =A1-A1; Ay =Az- Ay,
As =As-A1; A =As-Ay; A7 =Ag-As.
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Computabilidad y costo de evaluacion
Computabilidad

Un programa de evaluacién I'g es ejecutable en la entrada (S;a) con
salida b € G si b; = I'; para cada i € [t].
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Computabilidad y costo de evaluacion
Computabilidad

Un programa de evaluacién I'g es ejecutable en la entrada (S;a) con
salida b € Gt si b; =T; paracadai € [t]. b=T¢(S;a)
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Computabilidad y costo de evaluacion

Computabilidad

Un programa de evaluacién I'g es ejecutable en la entrada (S;a) con

salida b € G' si b; =T; paracada i € [t]. b=T¢g(S;a)

Un programa de evaluacién I'¢ computa un conjunto /' C G en n si
sélo si, existe una entrada (S;a) para el cual F C I'¢(S;a).

» Y
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Computabilidad y costo de evaluacion

Computabilidad

Un programa de evaluacién I'g es ejecutable en la entrada (S;a) con
salida b € G' si b; =T; paracada i € [t]. b=T¢g(S;a)

Un programa de evaluaciéon I'¢ computa un conjunto F' C G en n si, y
sélo si, existe una entrada (S;a) para el cual F C I'¢(S;a).

Costo de evaluacién

El costo de evaluacién de un conjunto F', Lg(F,n), es la longitud
minima de un programa de evaluacion I'¢ que computa F' en n.
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Computabilidad y costo de evaluacion

Computabilidad

Un programa de evaluacién I'g es ejecutable en la entrada (S;a) con
salida b € G' si b; =T; paracada i € [t]. b=T¢g(S;a)

Un programa de evaluaciéon I'¢ computa un conjunto F' C G en n si, y
sélo si, existe una entrada (S;a) para el cual F C I'¢(S;a).

Costo de evaluacién

El costo de evaluacién de un conjunto F', Lg(F,n), es la longitud
minima de un programa de evaluacion I'¢ que computa F' en n.
Si F ¢ G, entonces Lg(F,n) = oo.
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Computabilidad y costo de evaluacion

Computabilidad

Un programa de evaluacién I'g es ejecutable en la entrada (S;a) con
salida b € G' si b; =T; paracada i € [t]. b=T¢g(S;a)

Un programa de evaluaciéon I'¢ computa un conjunto F' C G en n si, y
sélo si, existe una entrada (S;a) para el cual F' C T'¢(S;a).

Costo de evaluacién

El costo de evaluacién de un conjunto F', Lg(F,n), es la longitud
minima de un programa de evaluacion I'¢ que computa F' en n.
Si F ¢ G, entonces Lg(F,n) = oo.

Babai-Szemerédi

Dado un grupo G de orden n y un conjunto generador .S, el costo de
evaluacién de cada elemento de G es < (1 + logn)?.
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Computabilidad y costo de evaluacion

Consideremos los dos ejemplos anteriores:
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Computabilidad y costo de evaluacion

Consideremos los dos ejemplos anteriores:
Ejemplos

Fi=X T3=p* T5=Xp"
Como
> { Ly=p Ty=p°
esto implica que I'p,, computa cualquier subconjunto del conjunto

{A, p, P, P°, /\p3}-
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Computabilidad y costo de evaluacion

Consideremos los dos ejemplos anteriores:
Ejemplos

Ii=X T3=p? T5=Np"
Como
> { Ly=p Ty=p°
esto implica que I'p,, computa cualquier subconjunto del conjunto

{A, p, P, P°, /\p3}-

® De igual manera, como
AM=a A3=a®> As=0ac?Ba A;=a?Bapa’Bafs
Ay=8 Ay=0’8 As=a’Baf
tenemos que Ag, computa cualquier subconjunto de

{a 8, a2 a?8, a?Ba, 0?BaB, o?Bapo?Bag}.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Proposicién

St un programa de evaluacion I'q computa un conjunto generador de G
para algin n € Z*, entonces G es finitamente generado.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Proposicién

St un programa de evaluacion I'q computa un conjunto generador de G
para algin n € 77, entonces G es finitamente generado.

Proposicién

SiTg y Ag son dos programas de evaluacion sobre G que computan los
conjuntos F1 y Fy, respectivamente, entonces existe un programa de
evaluacion ®¢ que computa F1 U Fy en 2n cuya longitud es, a lo sumo,
la suma de las longitudes de U'g y Ag.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Proposicién

St un programa de evaluacion I'q computa un conjunto generador de G
para algin n € 77, entonces G es finitamente generado.

Proposicién
SiTg y Ag son dos programas de evaluacion sobre G que computan los
conjuntos F1 y Fy, respectivamente, entonces existe un programa de

evaluacion ®¢ que computa F1 U Fy en 2n cuya longitud es, a lo sumo,
la suma de las longitudes de U'g y Ag.

Proposicién

El programa ®g de la Proposicion anterior también computa Fy N Fy
en 2n.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Extension isomorfa

Sean Gy G’ dos grupos, se dice que F' C G tiene una extensién
isomorfa F’ en G’ si, y sélo si, existen H < G que contiene a F,

H' < G’ que contiene a F’, y un isomorfismo ¢ : H — H’ tal que
P(F) = F'.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Extension isomorfa

Sean Gy G’ dos grupos, se dice que F' C G tiene una extensién
isomorfa F’ en G’ si, y sélo si, existen H < G que contiene a F,

H' < G’ que contiene a F', y un isomorfismo ¢ : H — H' tal que
$(F)=F. F =F,
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Propiedades de los programas de evaluacion

Extension isomorfa

Sean Gy G’ dos grupos, se dice que F' C G tiene una extensién
isomorfa F’ en G’ si, y sélo si, existen H < G que contiene a F,
H' < G’ que contiene a F, y un isomorfismo ¢ : H — H’ tal que
¢(F)=F. F' =F,

Simulacién de programas de evaluacion

Sea ['¢ un programa de evaluacién. Para todo entero positivo n,
decimos que un programa de evaluacién Ag simula I si, y sélo si,
para todo conjunto F' computado por I'¢ en n, existe una extensién
isomorfa de F' en G’ que es computado por Ag en n.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Extension isomorfa

Sean Gy G’ dos grupos, se dice que F' C G tiene una extensién
isomorfa F’ en G’ si, y sélo si, existen H < G que contiene a F,
H' < G’ que contiene a F, y un isomorfismo ¢ : H — H’ tal que
¢(F)=F. F' =F,

Simulacién de programas de evaluacion

Sea ['¢ un programa de evaluacién. Para todo entero positivo n,
decimos que un programa de evaluacién Ag simula I si, y sélo si,
para todo conjunto F' computado por I'¢ en n, existe una extensién
isomorfa de F' en G’ que es computado por Agr en n. I'; < Ay
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Propiedades de los programas de evaluacion

Propiedades

@ Si G es un grupo no conmutativo y H es un grupo conmutativo,
entonces no existen programas de evaluacion I'¢ y Ay tal que
' < Apg.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Propiedades

@ Si G es un grupo no conmutativo y H es un grupo conmutativo,
entonces no existen programas de evaluacion I'¢ y Ay tal que
' < Apg.

® < es de una relacién de preorden.
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Propiedades de los programas de evaluacion

Propiedades

@ Si G es un grupo no conmutativo y H es un grupo conmutativo,
entonces no existen programas de evaluacion I'¢ y Ay tal que
' < Apg.

® < es de una relacién de preorden.
(1 B We?
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Propiedades de los programas de evaluacion

Propiedades
@ Si G es un grupo no conmutativo y H es un grupo conmutativo,

entonces no existen programas de evaluacion I'¢ y Ay tal que
' < Apg.

® < es de una relacién de preorden.

0 Ic=<TIg
® Sil'g < Ax y Ag < ®grr, entonces ' < @i
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Propiedades de los programas de evaluacion

Propiedades

@ Si G es un grupo no conmutativo y H es un grupo conmutativo,
entonces no existen programas de evaluacion I'¢ y Ay tal que
' < Apg.

® < es de una relacién de preorden.

0 Ic=<TIg
® Sil'g < Ax y Ag < ®grr, entonces ' < @i

® < no es una relaciéon de orden, pues no es simétrica.
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Complejidad de programas de evaluacion
Definicion:
Sea G una familia de grupos y F' un conjunto tal que F C G para cada

G € G. La complejidad de evaluacién de F' con respecto a G se define
como Lg(F,n) = gmgl La(F,n).
€
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Complejidad de programas de evaluacion
Definicion:

Sea G una familia de grupos y F' un conjunto tal que F C G para cada
G € G. La complejidad de evaluacién de F' con respecto a G se define
como Lg(F,n) = IGIIIIgl La(F,n).

€

C := familia de todos los grupos conmutativos

L(F,n) = rélllcl Lg(F,n) ~» complejidad conmutativa de F
€
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Complejidad de programas de evaluacion
Definicion:

Sea G una familia de grupos y F' un conjunto tal que F C G para cada
G € G. La complejidad de evaluacién de F' con respecto a G se define
como Lg(F,n) = Iéug Lg(F,n).

€

C := familia de todos los grupos conmutativos
L(F,n) = ICI}IICI Lg(F,n) ~ complejidad conmutativa de F
€
N := familia de todos los grupos no conmutativos

Lne(F,n) = glel’/{l/Lg(F, n) ~» complejidad no conmutativa de F
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Complejidad de programas de evaluacion

Definicion:

Sea G una familia de grupos y F' un conjunto tal que F C G para cada
G € G. La complejidad de evaluacién de F' con respecto a G se define

Lg(F,n) = min Lg(F, n).
comorLg (K, n) = min L (I, )

C := familia de todos los grupos conmutativos
L.(F,n)= réur(} Lg(F,n) ~ complejidad conmutativa de F
€
N := familia de todos los grupos no conmutativos

Lne(F,n) = CI;IlEl/jI\l/_Lg(F, n) ~» complejidad no conmutativa de F

&/ := familia de todos los grupos definibles

L(F,n) = ggg Lg(F,n) ~ complejidad total de F
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Complejidad de programas de evaluacion

Proposicién
St G C G, entonces Lg(F,n) < Lg(F,n) J
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Complejidad de programas de evaluacion

Proposicién

Si G' C G, entonces Lg(F,n) < Lg/(F,n)

Proposicién

Para todo grupo conmutativo G existe un grupo no conmutativo G' tal
que EG/(FQ,,n) < Lg(F,n)
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Complejidad de programas de evaluacion

Proposicién
Si G' C G, entonces Lg(F,n) < Lg/(F,n)

Proposicién

Para todo grupo conmutativo G existe un grupo no conmutativo G' tal
que £G/(Fgl ) TL) < ﬁG(F7 n)

Teorema
Lpe(Fyon) < Lo(Fyn).
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Complejidad de programas de evaluacion

Proposicién
Si G' C G, entonces Lg(F,n) < Lg/(F,n)

Proposicién

Para todo grupo conmutativo G existe un grupo no conmutativo G' tal

~

que ﬁG'(Fgmn) < ‘CG(F7 n)

Teorema
Lpe(Fyon) < Lo(Fyn).

http://www.cc.pol.una.py/~mvillagra/files/programa-eval.pdf
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