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Programas de evaluación con entradas

Conceptos previos

(G, ∗)
es un grupo  

• G 6= ∅
• ∗ : G×G→ G

• ∗ es asociativa

• ∃ e ∈ G : a ∗ e = e ∗ a = a, ∀ a ∈ G
• ∀ a ∈ G, ∃ a−1 ∈ G : a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e

G = 〈S〉  S conjunto generador de G
 ∀ g ∈ G ⇒ g = a1 ∗ a2 ∗ · · · ∗ an, ai ∈ S ∪ S−1

Ejemplos

1 Son grupos: (Z,+), (R,+), (R×, ·). Además Z = 〈1〉
2 Sn := grupo simétrico de [n] := permutaciones de n elementos,

3 D2n := grupo diedral := grupo de simetŕıas de un poĺıgono regular
de n lados.
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Programas de evaluación con entradas

La idea

f(X) =
X5 − 1

X − 1

Γ1 := X, Γ2 = Γ1 ∗ Γ1, Γ3 = Γ2 ∗ Γ2,

Γ4 = Γ3 ∗ Γ1, Γ5 = 1, Γ6 = Γ4 − Γ5,

Γ7 = Γ1 − Γ5, Γ8 =
Γ6

Γ7

∴ Γ = (Γ1, · · · ,Γ8)︸ ︷︷ ︸
instrucciones
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Programas de evaluación con entradas

Formalmente

Definición

Sea G un grupo y 〈S〉 = G, a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, n ∈ N. Un
programa de evaluación sobre G es un par ΓG = (Γ, G) donde
Γ = (Γ1,Γ2, · · · ,Γt) es una secuencia finita de instrucciones y t ∈ N es
su longitud.
Cada Γi tiene la siguiente forma:

• Γi = aj para algún j ∈ [t], o

• Γi = Γ−1
j para algún j < i en [t], o

• Γi = Γj · Γk para algún j, k < i en [t].

Pedro Villalba (FP - UNA) Programas de Evaluación en Grupos 5 / 14



Programas de evaluación con entradas

Formalmente

Definición

Sea G un grupo y 〈S〉 = G, a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, n ∈ N. Un
programa de evaluación sobre G es un par ΓG = (Γ, G) donde
Γ = (Γ1,Γ2, · · · ,Γt) es una secuencia finita de instrucciones y t ∈ N es
su longitud.

Cada Γi tiene la siguiente forma:

• Γi = aj para algún j ∈ [t], o

• Γi = Γ−1
j para algún j < i en [t], o

• Γi = Γj · Γk para algún j, k < i en [t].

Pedro Villalba (FP - UNA) Programas de Evaluación en Grupos 5 / 14



Programas de evaluación con entradas

Formalmente

Definición

Sea G un grupo y 〈S〉 = G, a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, n ∈ N. Un
programa de evaluación sobre G es un par ΓG = (Γ, G) donde
Γ = (Γ1,Γ2, · · · ,Γt) es una secuencia finita de instrucciones y t ∈ N es
su longitud.
Cada Γi tiene la siguiente forma:

• Γi = aj para algún j ∈ [t], o

• Γi = Γ−1
j para algún j < i en [t], o

• Γi = Γj · Γk para algún j, k < i en [t].

Pedro Villalba (FP - UNA) Programas de Evaluación en Grupos 5 / 14



Programas de evaluación con entradas

Formalmente

Definición

Sea G un grupo y 〈S〉 = G, a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, n ∈ N. Un
programa de evaluación sobre G es un par ΓG = (Γ, G) donde
Γ = (Γ1,Γ2, · · · ,Γt) es una secuencia finita de instrucciones y t ∈ N es
su longitud.
Cada Γi tiene la siguiente forma:

• Γi = aj para algún j ∈ [t], o

• Γi = Γ−1
j para algún j < i en [t], o

• Γi = Γj · Γk para algún j, k < i en [t].

Pedro Villalba (FP - UNA) Programas de Evaluación en Grupos 5 / 14



Programas de evaluación con entradas

Formalmente

Definición

Sea G un grupo y 〈S〉 = G, a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, n ∈ N. Un
programa de evaluación sobre G es un par ΓG = (Γ, G) donde
Γ = (Γ1,Γ2, · · · ,Γt) es una secuencia finita de instrucciones y t ∈ N es
su longitud.
Cada Γi tiene la siguiente forma:

• Γi = aj para algún j ∈ [t], o

• Γi = Γ−1
j para algún j < i en [t], o

• Γi = Γj · Γk para algún j, k < i en [t].

Pedro Villalba (FP - UNA) Programas de Evaluación en Grupos 5 / 14



Programas de evaluación con entradas

Formalmente

Definición

Sea G un grupo y 〈S〉 = G, a = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, n ∈ N. Un
programa de evaluación sobre G es un par ΓG = (Γ, G) donde
Γ = (Γ1,Γ2, · · · ,Γt) es una secuencia finita de instrucciones y t ∈ N es
su longitud.
Cada Γi tiene la siguiente forma:

• Γi = aj para algún j ∈ [t], o

• Γi = Γ−1
j para algún j < i en [t], o

• Γi = Γj · Γk para algún j, k < i en [t].

Pedro Villalba (FP - UNA) Programas de Evaluación en Grupos 5 / 14



Programas de evaluación con entradas

Ejemplos

1 Sea el grupo diedral D12 = 〈ρ, λ〉. El siguiente es un programa de
evaluación ΓD12 = (Γ1,Γ2,Γ3,Γ4,Γ5) que nos permite obtener el
elemento λρ3 de D12:

Γ1 = λ Γ2 = ρ Γ3 = Γ2 · Γ2

Γ4 = Γ3 · Γ2 Γ5 = Γ1 · Γ4

2 En S6, si α = (1 2 3 4 5 6) y β = (1 2), entonces S6 = 〈α, β〉. Un
programa de evaluación que computa el elemento (1 2 3)(4 5 6) de
S6 es: ΛS6 = (Λ1,Λ2,Λ3,Λ4,Λ5,Λ6,Λ7) con:

Λ1 = α; Λ2 = β; Λ3 = Λ1 · Λ1; Λ4 = Λ3 · Λ2;
Λ5 = Λ4 · Λ1; Λ6 = Λ5 · Λ2; Λ7 = Λ6 · Λ6.
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Computabilidad y costo de evaluación

Computabilidad

Un programa de evaluación ΓG es ejecutable en la entrada (S; a) con
salida b ∈ Gt si bi = Γi para cada i ∈ [t].

b = ΓG(S; a)

Un programa de evaluación ΓG computa un conjunto F ⊂ G en n si, y
sólo si, existe una entrada (S; a) para el cual F ⊂ ΓG(S; a).

Costo de evaluación

El costo de evaluación de un conjunto F , LG(F, n), es la longitud
mı́nima de un programa de evaluación ΓG que computa F en n.
Si F * G, entonces LG(F, n) =∞.

Babai-Szemerédi

Dado un grupo G de orden n y un conjunto generador S, el costo de
evaluación de cada elemento de G es ≤ (1 + log n)2.
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Computabilidad y costo de evaluación

Consideremos los dos ejemplos anteriores:

Ejemplos

1 Como

{
Γ1 = λ Γ3 = ρ2 Γ5 = λρ3

Γ2 = ρ Γ4 = ρ3

esto implica que ΓD12 computa cualquier subconjunto del conjunto{
λ, ρ, ρ2, ρ3, λρ3

}
.

2 De igual manera, como{
Λ1 = α Λ3 = α2 Λ5 = α2βα Λ7 = α2βαβα2βαβ
Λ2 = β Λ4 = α2β Λ6 = α2βαβ

tenemos que ΛS6 computa cualquier subconjunto de{
α, β, α2, α2β, α2βα, α2βαβ, α2βαβα2βαβ

}
.
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Propiedades de los programas de evaluación

Proposición

Si un programa de evaluación ΓG computa un conjunto generador de G
para algún n ∈ Z+, entonces G es finitamente generado.

Proposición

Si ΓG y ΛG son dos programas de evaluación sobre G que computan los
conjuntos F1 y F2, respectivamente, entonces existe un programa de
evaluación ΦG que computa F1 ∪ F2 en 2n cuya longitud es, a lo sumo,
la suma de las longitudes de ΓG y ΛG.

Proposición

El programa ΦG de la Proposición anterior también computa F1 ∩ F2

en 2n.
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Propiedades de los programas de evaluación

Extensión isomorfa

Sean G y G′ dos grupos, se dice que F ⊂ G tiene una extensión
isomorfa F ′ en G′ si, y sólo si, existen H ≤ G que contiene a F ,
H ′ ≤ G′ que contiene a F ′, y un isomorfismo φ : H → H ′ tal que
φ(F ) = F ′.

F ′ = F̂
G′

Simulación de programas de evaluación

Sea ΓG un programa de evaluación. Para todo entero positivo n,
decimos que un programa de evaluación ΛG′ simula ΓG si, y sólo si,
para todo conjunto F computado por ΓG en n, existe una extensión
isomorfa de F en G′ que es computado por ΛG′ en n. ΓG ≺ ΛG′
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Propiedades de los programas de evaluación

Propiedades

1 Si G es un grupo no conmutativo y H es un grupo conmutativo,
entonces no existen programas de evaluación ΓG y ΛH tal que
ΓG ≺ ΛH .

2 ≺ es de una relación de preorden.

1 ΓG ≺ ΓG.
2 Si ΓG ≺ ΛG′ y ΛG′ ≺ ΦG′′ , entonces ΓG ≺ ΦG′′ .

3 ≺ no es una relación de orden, pues no es simétrica.
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Complejidad de programas de evaluación

Definición:

Sea G una familia de grupos y F un conjunto tal que F ⊂ G para cada
G ∈ G. La complejidad de evaluación de F con respecto a G se define
como LG(F, n) = mı́n

G∈G
LG(F, n).

C := familia de todos los grupos conmutativos

Lc(F, n) = mı́n
G∈C

LG(F, n) complejidad conmutativa de F

N := familia de todos los grupos no conmutativos

Lnc(F, n) = mı́n
G∈N

LG(F, n) complejidad no conmutativa de F

A := familia de todos los grupos definibles

L(F, n) = mı́n
G∈A

LG(F, n) complejidad total de F
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Complejidad de programas de evaluación

Proposición

Si G′ ⊂ G, entonces LG(F, n) ≤ LG′(F, n)

Proposición

Para todo grupo conmutativo G existe un grupo no conmutativo G′ tal
que LG′(F̂G′ , n) ≤ LG(F, n)

Teorema

Lnc(F̂N , n) ≤ Lc(F, n).

http://www.cc.pol.una.py/∼mvillagra/files/programa-eval.pdf
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FIN !!
Gracias
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