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Chair Fecha

Co-chair Fecha

Fecha

Universidad Nacional de Asunción, San Lorenzo



Propuesta de Integrador Geométrico para Sistemas Mecánicos No Conservativos y No
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Resumen

Propuesta de Integrador Geométrico para Sistemas Mecánicos No Conservativos y No
Holonómicos

por

Elias Maciel

Máster en Ciencias de la Computación

Universidad Nacional de Asunción, San Lorenzo

Profesor Christian E. Schaerer, Chair

Profesor Inocencio Ortiz, Co-chair

Este trabajo presenta un integrador para el problema de la integración temporal de sistemas
mecánicos conservativos y no conservativos, sujetos a restricciones no holonómicas, las cuales
se expresan como funciones lineales o afines en las velocidades. La construcción del integrador
propuesto se basa en la discretización de la formulación continua del principio variacional
de Herglotz con restricciones. Esta discretización corresponde a las ecuaciones de Euler-
Lagrange generalizadas discretas junto con una discretización compatible de las ecuaciones
de restricción. La compatibilidad para la discretización se logra mediante la utilización del
mismo mapa de discretización tanto para el lagrangiano del sistema como para las ecuaciones
de restricción. La elección de este integrador variacional para la resolución del problema
planteado se basa en el buen comportamiento cualitativo y cuantitativo que caracteriza a los
integradores geométricos para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en contraste
a integradores tradicionales de propósito general para integraciones de tiempo largo. Los
resultados numéricos muestran un adecuado comportamiento cualitativo para el integrador
propuesto y su capacidad de continuar con la integración del sistema para ciertas situaciones
donde integradores de propósito general no pueden continuar inclusive provistos de una malla
más fina.
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4.1. Péndulo de Foucault . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.1.1. Descripción de Lagrange-d’Alembert . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.1.2. Descripción de Herglotz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.1.3. Análisis de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2. Disco rodante que cae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.1. Descripción de Herglotz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2.2. Análisis de resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5 Conclusiones 66

Bibliograf́ıa 68

A Integradores numéricos 72
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2.2. El péndulo doble y sus variables de configuración. . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Caṕıtulo 1

Introducción

Although it is tacitly agreed nowadays that scientific treatises should avoid philosophical
discussions, in the case of the variational principles of mechanics an exception to the
rule may be tolerated, [...].

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

Los integradores geométricos son una clase de métodos numéricos cuyo enfoque principal
consiste en considerar la geometŕıa continua subyacente en sistemas de ecuaciones diferen-
ciales en la configuración discreta para obtener los correspondientes integradores [51, 19, 13,
40]. En este trabajo centramos el estudio de dichos integradores aplicados al contexto de
sistemas mecánicos, es decir, los sistemas dinámicos que se buscan resolver numéricamente
corresponden a las ecuaciones de movimiento de sistemas mecánicos.

Para la resolución numérica de ecuaciones diferenciales generales se cuenta con un gran
conjunto de métodos de propósito general, en donde el enfoque principal para su formulación
consiste en discretizar las ecuaciones diferenciales y garantizar su convergencia a la solución
con herramientas de análisis numérico, sin tener en cuenta el origen o las caracteŕısticas de
dichas ecuaciones [3, 45, 7]. Este enfoque corresponde a integradores, tanto de obtención
sencilla como los de Euler (expĺıcito e impĺıcito), o integradores más sofisticados y madu-
ros como los basados en Runge-Kutta de alto orden. Sin embargo, estos integradores de
propósito general, como no necesariamente son compatibles con la geometŕıa continua de las
ecuaciones diferenciales, pueden no resultar ser apropiados para simular sistemas mecánicos,
ya que t́ıpicamente introducen artefactos numéricos espurios en la integración, como por
ejemplo, amortiguamiento numérico o la introducción de fuerzas que incrementan la enerǵıa
del sistema de manera espuria [34, 19, 44].

En contrapartida, los integradores geométricos son métodos competentes para la simu-
lación de sistemas mecánicos. Precisamente, la compatibilidad de estos integradores con la
geometŕıa continua subyacente de las ecuaciones diferenciales se traduce en la preservación
de ciertas simetŕıas e invariantes que caracterizan al sistema mecánico, produciendo integra-
ciones de excelente comportamiento cualitativo [51, 13].
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Además, en el contexto de integradores geométricos aplicados a sistemas mecánicos, existe
una manera sistemática de obtener dichos esquemas numéricos. Estos corresponden a los
integradores variacionales, que se basan en modelar un sistema mecánico discreto mediante
la discretización de los principios de la formulación variacional de la mecánica, como el
principio de Hamilton y el principio de Lagrange-d’Alembert, los cuales utilizan cálculo
variacional como principal herramienta para obtener las ecuaciones de movimiento. Esto es,
los integradores variacionales son discretizaciones de principios variacionales, sin considerar
la discretización de las ecuaciones de movimiento [51, 9, 48].

En este punto es necesario mencionar que las ecuaciones continuas de movimiento resul-
tantes de la aplicación de los principios variacionales son t́ıpicamente las mismas que aquellas
obtenidas por las leyes de balance de Newton-Euler [6]. Son el enfoque y las herramientas
para obtener dichas ecuaciones de movimiento las diferencias fundamentales entre la for-
mulación newtoniana y la formulación variacional, ambos de la mecánica clásica, siendo la
formulación variacional de la cual se basan los integradores mostrados en este trabajo. A este
respecto, los integradores tradicionales se basan en discretizar las ecuaciones de movimiento
espećıficas del sistema, expresadas por la formulación Newton-Euler, mientras que, como los
integradores variacionales se basan en la discretización de principios variacionales, para estos
esquemas no es necesaria la obtención de las ecuaciones del movimiento.

Sin embargo, la aplicación de los principios variacionales de la mecánica se dan en contex-
tos bien espećıficos. Por ejemplo, dependiendo de las condiciones de movimiento impuestas a
un sistema mecánico en su idealización matemática puede resultar en que un cierto principio
variacional no pueda ser aplicable para obtener las ecuaciones de movimiento natural del
sistema idealizado [6, 35, 18].

Por una parte, se debe considerar si el sistema mecánico estudiado conserva su enerǵıa en
el tiempo, es decir, si es conservativo; o si se encuentra sujeto a fuerzas externas no conser-
vativas. En el primer caso, la aplicación del principio de Hamilton resulta en las ecuaciones
correctas de movimiento; mientras que en el segundo caso, el principio de Hamilton no con-
sidera las fuerzas no conservativas, y es el principio de Lagrange-d’Alembert el que resulta
apropiado para dichos sistemas [51, 6].

Por otra parte, para la aplicación de principios variacionales también se debe considerar
si el sistema estudiado tiene restricciones de movimiento que se escriben como función solo
de las coordenadas, denominadas restricciones holonómicas; o si las restricciones se escriben
además como función sobre las velocidades del sistema, denominadas restricciones no ho-
lonómicas. Cuando las restricciones son holonómicas, la aplicación de principios puramente
variacionales resulta en las ecuaciones correctas del movimiento; mientras que su aplicación
a sistemas con restricciones no holonómicas, resulta en ecuaciones que no corresponden al
movimiento natural de estos sistemas [21, 42, 6]. Un ejemplo arquet́ıpico de un sistema no
holonómico consiste en el cuerpo que está restringido a moverse sobre una superficie sin
deslizarse, en donde la condición de no deslizamiento se expresa como función lineal sobre
las velocidades del sistema. En este caso, la aplicación del principio de Hamilton, que es
puramente variacional, no resulta en las ecuaciones que corresponden al movimiento natu-
ral de este sistema [21]. Mientras que, a este tipo de sistema, es aplicable el principio de
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Lagrange-d’Alembert junto con el principio no holonómico [6].
Teniendo en cuenta estas consideraciones, mostramos los integradores que se aplican a

diferentes tipos de sistemas mecánicos. Además, como contribución principal de este traba-
jo, desarrollamos un integrador geométrico basado en la descripción continua del principio
de Herglotz con restricciones, para el tipo de sistemas con restricciones no holonómicas, y
sometidos a fuerzas no conservativas, las cuales pueden consistir en fuerzas disipativas o de
control.

1.1. Historia y literatura

En esta sección describimos la historia de los trabajos relevantes a esta tesis. El siguiente
texto no pretende ser una esquematización criteriosa, sino una descripción aproximadamente
temporal de las siguientes contribuciones.

La formulación variacional de la mecánica comenzó con los trabajos de Euler y Lagrange
[30], y a esta formulación fue agregada el principio de d’Alembert para incluir el caso de
sistemas con fuerzas no conservativas [31, 46].

Las primeras discusiones sobre las diferencias entre las aplicaciones de principios variacio-
nales a sistemas mecánicos holonómicos y no holonómicos se encuentran en los trabajos de
Hertz [21], Korteweg [28] y Chaplygin [8], entre otros. Tratamientos más modernos sobre es-
tos tipos de sistemas y sus correspondientes formulaciones variacionales se pueden encontrar
en los trabajos de Neimark y Fufaev [42] y Arnold [2]. Para un correspondiente tratamiento
geométrico de estos sistemas se referencian los trabajos de Abraham y Marsden [1], Marsden
[36], Bloch y Crouch [5, 4] y Cortés, de León, de Diego y Mart́ınez [10].

Por otra parte, Herglotz [20] generalizó el principio de Hamilton, estableciendo un prin-
cipio formulado en términos de una ecuación diferencial en lugar de una ecuación integral
[17, 16, 48].

El enfoque de la discretización de la formulación variacional para obtener integradores
es estándar en la aplicación a problemas eĺıpticos de EDPs [51, 22], y luego este enfoque
fue aplicado a sistemas mecánicos, siendo algunos de los principales trabajos de esta ĺınea
los de Kane, Marsden, Ortiz y West [25], Marsden y West [38], y West [51], en el contexto
del principio variacional de Hamilton. Mientras que un trabajo que trata la aplicación de
integradores geométricos para EDOs generales es el escrito por Hairer, Lubich y Wanner
[19].

El desarrollo del integrador no holonómico basado en la discretización del principio de
Lagrange-d’Alembert se presentó en Cortes y Mart́ınez [9] y junto a este, otros integradores
para sistemas no holonómicos, presentados en los trabajos de McLachlan y Perlmutter [39],
Kobilarov y Sukhatme [27], Kobilarov, Crane y Desbrun [26] y Ferraro, Jiménez y de Diego
[15].

El integrador basado en el principio de Herglotz, denominado de contacto, fue desarro-
llado en el trabajo de Vermeeren, Bravetti y Seri [49], el cual no contempla restricciones no
holonómicas. Por otra parte, en el trabajo de de León, Jiménez y Valcázar [33] desarrollaron
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la descripción continua del principio variacional de Herglotz con restricciones no holonómi-
cas lineales en las velocidades, sin embargo, su trabajo no abarcó la discretización de dicha
descripción continua para obtener un integrador.

1.2. Objetivos de la tesis

Investigar sobre integradores geométricos para sistemas mecánicos.

Obtener un integrador para el problema de la integración temporal de sistemas mecáni-
cos no conservativos, no holonómicos.

Contrastar el integrador obtenido contra otros integradores encontrados en la literatu-
ra.

1.3. Contribuciones de la tesis

Un integrador geométrico de contacto con restricciones no holonómicas para sistemas
mecánicos sometidos a fuerzas no conservativas. Este integrador está basado en la
discretización de la formulación variacional continua del principio de Herglotz con
restricciones, desarrollado por de León, Jiménez y Valcázar [33].

Aplicación del integrador de contacto propuesto en su versión de primer orden al sis-
tema del péndulo de Foucault con disipación de Rayleigh, y su correspondiente formu-
lación en términos de mecánica geométrica discreta.

Aplicación del integrador de contacto propuesto en su versión de segundo orden al disco
rodante que cae, sometido a fuerzas no conservativas, junto con su correspondiente
formulación en términos de mecánica geométrica discreta.

Comparación de las ecuaciones discretas de movimiento resultantes de la discretización
de los principios variacionales clásicos de Hamilton y Lagrange-d’Alembert con los
resultantes del principio variacional de Herglotz con y sin restricciones.

Comparación en términos cualitativos del integrador de contacto propuesto contra es-
quemas numéricos tradicionales utilizados para la integración en el tiempo de sistemas
de ecuaciones diferenciales generales.

1.4. Esquema de la tesis

Este trabajo está dividido en dos partes principales. La primera parte abarca la teoŕıa
desarrollada en la literatura con relación a integradores en tiempo para sistemas de ecuaciones
diferenciales generales y luego en particular para sistemas mecánicos.
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La formulación teórica de integradores de tiempo para sistemas dinámicos, junto con
los principios variacionales correspondientes a mecánica geométrica en sus versiones
continua y discreta, se tratan en el Caṕıtulo 2.

En la segunda parte se desarrollan las contribuciones de este trabajo, en base a la teoŕıa
presentada en la primera parte.

La formulación del integrador geométrico de contacto con restricciones no holonómicas
se trata en el Caṕıtulo 3.

Los resultados numéricos obtenidos a partir del integrador de contacto propuesto y los
métodos tradicionales contra los cuales se realizan las comparaciones cualitativas se
muestran en el Caṕıtulo 4.

Las ideas generales con relación a los integradores geométricos para sistemas mecánicos,
la implementación y los resultados obtenidos por el integrador de contacto propuesto
y lineas de trabajo futuro se discuten y concluyen en el Caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 2

Fundamento Teórico

Indeed, the idea of enlarging reality by including “tentative” possibilities and then
selecting one of these by the condition that it minimizes a certain quantity, seems to
bring a purpose to the flow of natural events.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

El propósito de este caṕıtulo consiste en establecer las nociones básicas necesarias pa-
ra obtener los integradores geométricos aplicados a sistemas mecánicos. En particular, se
desarrollan las herramientas utilizadas en mecánica geométrica.

Primeramente, se definen los objetos geométricos donde se describen la dinámica de los
sistemas mecánicos. A continuación, se presentan los principios variacionales aplicados a
cada tipo de sistema mecánico, los cuales hacen uso de los objetos geométricos descritos en
la primera parte para su formulación. Finalmente, se muestra el mecanismo para la obtención
de integradores geométricos para su aplicación a sistemas mecánicos y cómo estos se obtienen
a partir de la discretización de los principios variacionales de la mecánica.

2.1. Mecánica geométrica y Principios variacionales

La mecánica geométrica consiste en la descripción de la mecánica en el lenguaje de la
geometŕıa diferencial. Por otro lado, los principios variacionales han permitido una concep-
ción alternativa (y a veces más fundamental) de la f́ısica en general, y en particular de la
mecánica. En esta sección daremos una breve introducción a las herramientas matemáticas
necesarias para entender estos formalismos. El lector interesado en un tratamiento más pro-
fundo de estos temas puede consultar los trabajos de Bloch [6], Lanczos, [31] y Marsden [37]
y las referencias que se encuentran en los mismos.

2.1.1. Espacio de configuraciones: Variedades

En mecánica anaĺıtica, la configuración de un sistema mecánico se especifica mediante
coordenadas generalizadas, que se pueden interpretar como el mı́nimo número de coorde-
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Figura 2.1: Cartas coordenadas en una variedad.

nadas requeridas para describir la configuración de un sistema y t́ıpicamente se denotan
por q1, . . . , qn [52]. El conjunto de todos los valores que pueden tomar las coordenadas ge-
neralizadas, denotada por Q, se conoce como espacio de configuraciones. Resulta que este
conjunto por lo general no es un espacio vectorial, pero localmente luce como un espacio eu-
clidiano Rn [6, 47, 32]. Para hacer precisa dicha idea, necesitamos el concepto de variedades
diferenciables. Este concepto se define a seguir.

Definición 2.1.1. (Bloch y col. [6], Definition 2.2.1). Una variedad diferenciable M
de dimensión n es un conjunto de puntos junto con un conjunto finito o infinito numerable
de subconjuntos Uα ⊂M y mapas ϕα : Uα → Rn inyectivos tales que:

1.
⋃
α Uα = M .

2. Para cada intersección no vaćıa Uα ∩ Uβ, el conjunto ϕα(Uα ∩ Uβ) es un subconjunto
abierto de Rn, y el mapa ϕα ◦ ϕ−1β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ) es un difeomorfismo
de clase C∞ (infinitas veces diferenciable con inversa infinitas veces diferenciable).

3. La familia {Uα, ϕα} es maximal con respecto a las condiciones 1 y 2.

Dado un subconjunto U ⊂M y un mapa ϕ : U → Rn, tales que U y ϕ están en la familia
{Uα, ϕα}, el par (U,ϕ) se denomina carta coordenada, y particularmente ϕ se denomina
función coordenada. Los subconjuntos Uα pueden ser pensados como “parches” que cubren
la variedad y las funciones ϕα nos permiten tratar dichos parches como subconjuntos de Rn.
Esta idea se ilustra en la Figura 2.1.
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Con respecto a la condición 3 de la Definición 2.1.1, la familia {Uα, ϕα} es maximal
si no está propiamente contenida en ninguna otra familia {Uβ, ϕβ}. Una familia de cartas
coordenadas {Uα, ϕα} que cumple las condiciones 1 y 2, se denomina un atlas en M . Puede
demostrarse que dado un atlas, existe un único atlas maximal que lo contiene [47]. De esta
forma, en la práctica no es necesario exhibir un atlas maximal, sino apenas un atlas [32,
Prop. 1.17].

Si Q es el espacio de estados de un sistema mecánico, un punto q ∈ Q especifica una
determinada configuración del mismo, y las coordenadas generalizadas (q1, . . . , qn) pueden
interpretarse como ϕ(q) = (q1, . . . , qn), para alguna carta (U,ϕ) en torno de q.

Ejemplo 1. (Espacio euclidiano Rn). Rn es una variedad diferenciable, en donde un
posible atlas consiste en una única carta (Rn, I) que cubre toda la variedad, donde I es el
mapa de identidad. A esta estructura se la denomina estructura suave estándar de Rn y a la
función coordenada, coordenadas estándar. 4
Ejemplo 2. (Esfera S2). Considere la esfera unitaria S2 en R3, la cual se construye con el
conjunto de puntos x = (x1, x2, x3) a distancia 1 del origen (0, 0, 0), espećıficamente,

S2 = {x ∈ R3; ‖x‖2 = 1}.

Sea R2 el plano en R3 definido por x3 = 0, denotamos N = (0, 0, 1) y S = (0, 0,−1) a los polos
norte y sur de la esfera, respectivamente. La proyección estereográfica σN : S2 \ {N} → R2

desde el polo norte se define por el mapa

σN(x) =
(x1, x2)

1− x3 ,

análogamente, la proyección estereográfica σS : S2 \ {S} → R2 desde el polo sur se define
como

σS(x) =
(x1, x2)

1 + x3
,

nótese que se cumple σN(−x) = −σS(x).
Dadas las cartas (S2 \ {N}, σN) y (S2 \ {S}, σS) se logra cubrir la esfera y cumplir con

la condición 1 de la Definición 2.1.1. Además, por la definición de la función σN se puede
probar que cualquier punto u ∈ R2 es imagen de un punto x ∈ S \ {N}, y la misma idea se
aplica a σS, por lo que son biyecciones. De esta forma

σN((S2 \ {N}) ∩ (S2 \ {S})) = σS((S2 \ {N}) ∩ (S2 \ {S})) = R2 \ {(0, 0)}.

Finalmente, dado u = (u1, u2) ∈ R2\{(0, 0)}, el mapa σS◦σ−1N : σN((S\{N})∩(S\{S}))→
σS((S \ {N}) ∩ (S \ {S})) es

(σS ◦ σ−1N )(u) = σS

(
2u1, 2u2, ‖u‖22 − 1

‖u‖22 + 1

)
=

u

‖u‖22
, (2.1)

el cual es C∞ en R2 \ {(0, 0)}. 4
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Ejemplo 3. (Toro T2 = S1 × S1). Sean M1, . . . ,Mk variedades diferenciables con dimen-
siones n1, . . . , nk, respectivamente. Resulta que el producto cartesiano M1× . . .×Mk es una
variedad diferenciable de dimensión n1 + · · ·+ nk con cartas (U1 × · · · × Uk, ϕ1 × · · · × ϕk),
cuyas funciones coordenadas cumplen

(ψ1 × · · · × ψk) ◦ (ϕ1 × · · · × ϕk)−1 = (ψ1 ◦ ϕ−11 )× · · · × (ψk ◦ ϕ−1k ),

y conforman un mapa C∞.
Entonces para obtener un atlas en T2, es suficiente definir un atlas para el ćırculo unitario

S1 = {x ∈ R2; ‖x‖2 = 1} y tomar su producto cartesiano. Sea x = (x1, x2) ∈ S1, se definen
los conjuntos

U+
1 = {x ∈ S1;x1 > 0} y U−1 = {x ∈ S1;x1 < 0},

para cubrir los hemisferios oriental y occidental, y

U+
2 = {x ∈ S1;x2 > 0} y U−2 = {x ∈ S1;x2 < 0},

para cubrir los hemisferios norte y sur del ćırculo, respectivamente. Las funciones coordenadas
ϕ±i : U±i → B1 se definen como

ϕ±1 (x) = (0, x2) y ϕ±2 (x) = (x1, 0),

donde B1 = {x ∈ R2; ‖x‖2 < 1} es la bola abierta de radio 1. De esta forma, tenemos
cuatro cartas coordenadas que cubren la totalidad de S1. Evaluando el mapa composición
ϕ±2 ◦ (ϕ±1 )−1 : ϕ±1 (U±1 ∪ U±2 )→ ϕ2(U

±
1 ∪ U±2 ) resulta

(ϕ±2 ◦ (ϕ±1 )−1)(x) = ϕ±2

(√
1− ‖x‖22, x2

)
=

(√
1− ‖x‖22, 0

)
,

y se tiene una evaluación similar para la composición ϕ±1 ◦ (ϕ±2 )−1. La compuesta

ϕ+
i ◦ (ϕ−i )−1 = ϕ−i ◦ (ϕ+

i )−1 = I,

donde I es el mapa identidad. Aśı, todas las composiciones de funciones coordenadas son de
clase C∞. 4

Ejemplo de espacio de configuración como variedad diferenciable. Consideremos
el sistema del péndulo doble, el cual se compone de dos masas puntuales que se mueven en
un plano y se encuentran unidas por varillas ŕıgidas sin masa, como se muestra en la Figura
2.2, y cuya configuración está parametrizada por las coordenadas generalizadas q1 y q2. Esto
es, la posición del punto P en el espacio queda completamente determinada por los valores
(q1, q2) que son los ángulos que las varillas de los péndulos forman con respecto a las ĺıneas
verticales para el primer y segundo péndulo, respectivamente.

Como (q1, q2) son ángulos, el valor de cada uno se especifica naturalmente en el ćırculo
unitario S1. Resulta entonces que para el péndulo doble el espacio de configuraciones es el
toro Q = S1 × S1. La estructura geométrica del toro se muestra en la Figura 2.3.
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q1

q2
P

Figura 2.2: El péndulo doble y sus variables de configuración.

·10−2

Figura 2.3: Un toro, denominado T2 en topoloǵıa, es el resultado del producto cartesiano de
dos circunferencias, S1 × S1.

2.1.2. Espacio de estados: Fibrado tangente

A fin de estudiar la dinámica de un sistema, esto es, su evolución en el tiempo, necesi-
tamos conocer sus velocidades además de sus posiciones. Dado un sistema con espacio de
configuraciones Q y una configuración inicial q0 ∈ Q, la evolución de dicho sistema puede
describirse mediante una curva

q : [t0, tf ]→ Q; t 7→ q(t),

tal que q(t0) = q0. A la derivada de q respecto de t, usualmente denotada como q̇(t), se
la conoce como velocidad generalizada, y al par (q(t), q̇(t)) como el estado del sistema en el
instante t. Notemos que el estado (q(t), q̇(t)) depende del estado inicial (q0, q̇0), y de la ley que
gobierna la evolución del sistema, usualmente descrita mediante una ecuación diferencial.

El espacio de estados es el conjunto de todos los estados posibles de un sistema. Veremos
ahora que el espacio de estados de un sistema mecánico con espacio de configuraciones Q
también admite una descripción en términos de una variedad diferenciable, naturalmente
asociada a la variedad Q.

Para comprender mejor la naturaleza de este objeto conviene introducir un par de con-
ceptos previos.
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Definición 2.1.2. Dada una variedad diferenciable M , un mapa f : M → Rm es diferen-
ciable si para cualquier carta (U,ϕ) de M el mapa f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → Rm es diferenciable.
Análogamente, un mapa g : W ⊂ Rm →M es diferenciable si para cualquier carta (U,ϕ) de
M cuyo dominio intersecta g(W ), el mapa ϕ ◦ g : g−1(U ∩ g(W ))→ Rn es diferenciable.

Observación 1. Notemos que con esta definición, las funciones coordenadas de un atlas en M
son automáticamente difeomorfismos sobre sus imágenes (esto es, diferenciables con inversas
diferenciables).

Al conjunto de todas las funciones f : M → R diferenciables lo denotaremos como
C∞(M). Notemos que este conjunto es un álgebra sobre los reales, es decir, es un espa-
cio vectorial real con un producto

(f, g) 7→ fg,

compatible con la estructura de espacio vectorial, en el sentido de que valen las igualdades

(f + g)h = fh+ gh

(αf)(βg) = αβ(fg),

para cualesquiera f, g, h ∈ C∞(M) y α, β ∈ R.

Definición 2.1.3 (Vector tangente: Punto de vista algebraico). Dada una variedad
diferenciable M y un punto p ∈M , un vector tangente a M en p es una derivación en p del
álgebra C∞(M), esto es, un mapa lineal

Dp : C∞(M)→ R

que satisface la regla de Leibniz

Dp(fg) = Dp(f)g(p) + f(p)Dp(g),

para todo f, g ∈ C∞(M). Al conjunto de todos los vectores tangentes a M lo denotaremos
mediante DpM .

Con esta definición es fácil observar que el conjunto DpM es un espacio vectorial, aunque
no queda nada claro su relación con las velocidades generalizadas de un sistema mecánico.
Para subsanar dicha situación, daremos otro punto de vista del mismo objeto.

Definición 2.1.4 (Vector tangente: Punto de vista geométrico). Dos curvas diferen-
ciables t 7→ c1(t) y t 7→ c2(t) en una variedad M son equivalentes en p ∈M si

c1(0) = c2(0) = p y (f ◦ c1)′(0) = (f ◦ c2)′(0), (2.2)

para cualquier f ∈ C∞(M), donde la prima indica la derivada con respecto al parámetro t.
Notemos que esto define una relación de equivalencia en el conjunto de curvas diferenciables
t 7→ c(t) ∈ M que pasan por p en t = 0. Dado p ∈ M , un vector tangente a M en p es una
clase de equivalencia de curvas dada por la relación de equivalencia anterior. El conjunto de
todos los vectores tangentes a M en p se denota mediante VpM .
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Figura 2.4: Espacio tangente a una variedad M en un punto p.

Con esta definición es intuitivo asociar los vectores tangentes con las velocidades gene-
ralizadas de un sistema mecánico (ver Figura 2.4.), pero el hecho de que el conjunto VpM
admite una estructura de espacio vectorial no es aparente en absoluto. El siguiente resultado
estándar establece que ambas definiciones son equivalentes, y nos dice además que dicho
espacio vectorial es isomorfo a Rn. Para comodidad del lector, la prueba se encuentra en el
Apéndice B.

Teorema 1. Dada una variedad diferenciable M de dimensión n, existe una biyección entre
los conjuntos DpM y VpM . Denotaremos ambos mediante TpM , y lo llamaremos espacio
tangente a M en p. Además TpM es isomorfo a Rn.

Consideremos ahora un sistema mecánico con espacio de configuraciones Q que evoluciona
según la curva q : [t0, tf ]→ Q. Para cada valor del parámetro t, el estado del sistema queda
definido mediante (q(t), q̇(t)), donde q̇(t) puede interpretarse como un elemento del espacio
tangente Tq(t)(Q). Si bien todos los espacios tangentes TqQ son isomorfos a Rn es útil para la
formulación geométrica de la mecánica no identificar los diferentes espacios tangentes. De tal
forma, resulta conveniente introducir otro concepto geométrico, a saber, el fibrado tangente
de Q.

Definición 2.1.5 (Fibrado tangente Definición/Teorema). Dada una variedad dife-
renciable M , consideremos el conjunto

TM :=
⊔
p∈M

TpM,

unión disjunta de todos los espacios tangentes a M . Este conjunto admite una estructura de
variedad diferenciable, y se conoce como el fibrado tangente de M .

Probar que este conjunto admite una estructura de variedad diferenciable conlleva cierta
tecnicalidad que no es apropiada en este punto. El lector interesado puede encontrar todos los
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detalles en cualquier texto introductorio sobre variedades diferenciables, como por ejemplo
[32, 47, 50].

Lo importante para nuestro estudio de la mecánica es notar que cualquier atlas en M
induce de forma natural un atlas en TM . Para ver eso, primero notemos que un elemento
cualquiera de TM es de la forma (p, v), con p ∈M y v ∈ TpM , y que existe una proyección
natural π : TM →M dado por π(p, v) = p.

Sea (U,ϕ) una carta en M y p ∈ U , entonces, si ϕ = (x1, x2, ..., xn), una base para TpM
es dada por {∂x1|p, . . . , ∂xn|p}, (ver Apéndice B) donde

∂xi|p := (ϕ′p)
−1ei,

siendo ei el i-ésimo elemento de la base canónica de Rn.
De esta forma, dado cualquier punto (p, v) ∈ π−1(U) ⊂ TM , podemos escribir

v =
∑
i

vi(p)∂xi|p,

para ciertas funciones vi : U → R. Como esta descripción es válida para cualquier punto en
π−1(U) ⊂ TM , obtenemos un mapa ϕ̃ : π−1(U)→ R2n dado por

ϕ̃(p, v) = (ϕ(p), v1(p), . . . , vn(p)).

La familia (π−1(Uα), ϕ̃α) aśı obtenida a partir de un atlas (Uα, ϕα) de M , constituye un atlas
para TM .

De esta forma, dado un sistema mecánico cuyo espacio de configuraciones se modela
mediante una variedad Q, su espacio de estados puede modelarse como el fibrado tangente
TQ.

2.1.3. Restricciones: Subvariedades

La propia construcción de un sistema mecánico y su correspondiente idealización ma-
temática implica determinar las maneras en que dicho sistema puede moverse. Cuando se
establecen condiciones de movimiento, se dice que se imponen restricciones sobre el sistema.

Desde el punto de vista de la mecánica geométrica, las restricciones se interpretan como
subconjuntos de un espacio ambiente que podŕıa ser el espacio de configuraciones si no hubiese
restricciones. Por ejemplo, si al péndulo doble lo liberamos de las restricciones, obtenemos
un par de masas puntuales que pueden moverse libre e independientemente en un plano, y
tiene a R4 como espacio de configuraciones. Al colocar las restricciones, vimos que el espacio
de configuraciones del péndulo doble es S1 × S1, que es un subconjunto de R4.

Esta idea se generaliza para subconjuntos de cualquier variedad diferenciable, y de esa
forma el concepto geométrico necesario para estudiar las restricciones mecánicas es el de las
subvariedades, que introducimos formalmente a continuación.
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Definición 2.1.6 (Subvariedad Regular). Dada una variedad diferenciable M de dimen-
sión n, un subconjunto N ⊂M es una subvariedad regular de dimensión k ≤ n si para cada
punto p ∈ N existe una carta (U,ϕ) de M en torno de p tal que N ∩ U queda definida por
las ecuaciones xk+1 = xk+2 = · · · = xn = 0, siendo ϕ = (x1, x2, . . . , xn).

Conviene observar que existen otras nociones de subvariedades, como por ejemplo las sub-
variedades inmersas [32], que no consideraremos en este trabajo. Una propiedad importante
de las subvariedades regulares N ⊂ M es que pueden verse en śı mismas como variedades
diferenciables cuyo atlas maximal se obtiene simplemente intersectando el atlas maximal
de M con N . Esto permite muchas veces omitir el hecho de que N es un subconjunto, y
en su lugar tratarlo de forma intŕınseca. El hecho de que N sea en śı mismo una variedad
diferenciable nos permite hablar de su espacio tangente en cada uno de sus puntos, y de su
fibrado tangente. En particular, dado p ∈ N tenemos que TpN es un subespacio vectorial
del espacio TpM .

Supongamos ahora que un sistema mecánico sin restricciones tiene un espacio de configu-
raciones Q̃, y una vez que se imponen ciertas restricciones al mismo, pasa a tener un espacio
de configuraciones Q modelado como una subvariedad de Q̃.

Dada una configuración dependiente del tiempo q(t) ∈ Q, en principio el sistema puede
tener un estado (q(t), q̇(t)), donde q̇(t) ∈ Tq(t)Q ⊂ Tq(t)Q̃. Dependiendo de si las restricciones
permiten o no que todo el espacio tangente Tq(t)Q esté disponible para la velocidad genera-
lizada q̇(t) podemos dividir las mismas en dos grandes categoŕıas, que pasaremos a discutir
a continuación.

2.1.3.1. Restricciones holonómicas

Aquellas condiciones de movimiento que imponen restricciones sobre las posibles posicio-
nes geométricas de las partes individuales del sistema se denominan restricciones geométricas
[42], y en el contexto de la Mecánica de Lagrange se denominan holonómicas. Como este
tipo de restricciones expresan la relación geométrica entre las coordenadas del sistema se
pueden escribir como función de dichas coordenadas.

Sean q1, . . . , qn las coordenadas (no necesariamente generalizadas) del sistema, una res-
tricción holonómica puede escribirse como

f(q1, . . . , qn) = 0. (2.3)

Ejemplo 4. Considere de nuevo el péndulo doble, pero esta vez visto en R2 como se muestra
en la Figura 2.5. Si establecemos coordenadas cartesianas para determinar la posición del
punto P = (x2, y2), las masas de los péndulos deben satisfacer las condiciones

x21 + y21 − l21 = 0,

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − l22 = 0,
(2.4)

en donde ambas restricciones se expresan de la forma (2.3) y por tanto se tratan de restric-
ciones holonómicas.
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(x1, y1)

P = (x2, y2)

Figura 2.5: Péndulo doble en R2.

Nótese la diferencia entre las parametrizaciones que ya hemos visto para el péndulo
doble. Por una parte tomando coordenadas generalizadas, como se indica en la Figura 2.2,
dos ángulos q1 y q2 son suficientes para determinar la configuración de este sistema y el
espacio de configuraciones es Q = S1 × S1, donde q1 y q2 no están restringidos para tomar
cualquier valor en S1.

Por otra parte, estudiando el movimiento del péndulo doble en el plano cartesiano, nece-
sitamos cuatro coordenadas (x1, y1) y (x2, y2) para determinar su configuración y el espacio
de configuraciones es un subconjunto de R4, en donde las dos restricciones holonómicas con-
dicionan que cada coordenada x1, y1, x2, y2 no pueda tomar cualquier valor en R de forma
independiente a los valores de las demás. 4

Un sistema que solo presenta restricciones holonómicas se denomina holónomo u ho-
lonómico. Si un sistema holonómico tiene n coordenadas, entre las cuales existen k ecua-
ciones de restricción, entonces k de las coordenadas se pueden expresar como funciones de
las n− k restantes. De esta forma estas n− k coordenadas elegidas de forma arbitraria de-
terminan completamente la configuración del sistema, y pueden, en omisión a las restantes
coordenadas, ser consideradas como coordenadas libres del sistema [21].

En términos geométricos, las restricciones holonómicas se pueden entender de la siguiente
manera. Sea Q̃ la variedad de configuración de un sistema sin restricción alguna, las restric-
ciones holonómicas reducen la variedad de configuración del sistema a una subvariedad Q de
Q̃, y dada una configuración q ∈ Q, todo el espacio tangente TqQ está disponible para las
posibles velocidades del sistema.

Un ejemplo simple para visualizar la situación arriba mencionada, es la de un punto
material que se mueve en R3. Si no hay restricciones, su espacio de configuración seŕıa todo
R3. Si restringimos al punto a moverse manteniendo una distancia constante de un punto
fijo especificado, su espacio de configuraciones pasa a ser la esfera. Como en cada punto
de la esfera la part́ıcula puede tener cualquier velocidad dentro del plano tangente a la
esfera en dicho punto, estamos ante una restricción holonómica. En este caso, al menos en
principio, podŕıa omitirse el ambiente R3 y estudiar la dinámica de la part́ıcula considerando
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únicamente su espacio de configuraciones (la esfera) y su espacio de estados (el fibrado
tangente de la esfera).

2.1.3.2. Restricciones no holonómicas

No todos los tipos de restricciones sobre un sistema se pueden expresar como condiciones
geométricas sobre sus coordenadas. Cuando las restricciones se expresan condicionando los
movimientos cinemáticamente posibles del sistema, es decir, condicionando los valores de
sus velocidades además de sus coordenadas, tales restricciones se denominan cinemáticas, y
Hertz las denominó no holonómicas en el contexto del estudio del movimiento de cuerpos
ŕıgidos restringidos a rodar sin deslizarse sobre un plano [42, 31, 21].

Sean (q1, . . . , qn) y (q̇1, . . . , q̇n) las coordenadas y las velocidades del sistema, respectiva-
mente, una restricción no holonómica es una relación de la forma

f(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) = 0, (2.5)

donde es imposible eliminar las velocidades en la expresión a fin de obtener una relación que
involucre solo a las coordenadas de configuración. A este tipo de restricciones también se
la denomina no integrable, ya que las restricciones involucran relaciones diferenciales de las
coordenadas de configuración que no pueden integrarse para obtener una relación únicamente
entre las coordenadas de configuración.

Un caso particular importante de restricciones no holonómicas son aquellas que presentan
una dependencia lineal o af́ın en las velocidades. Espećıficamente, la dependencia af́ın en las
velocidades se expresa de la forma

n∑
k=1

(ajk(q)q̇
k + bjk(q

k)) = 0, j = 1, . . . ,m < n, (2.6)

o de forma más concisa, usando notación matricial, como

A(q)q̇ + b(q) = 0,

siendo el caso lineal cuando el término b(q) es idénticamente nulo. En este trabajo acotamos
el estudio de los sistemas no holonómicos a aquellos cuyas restricciones se pueden expresar
con la forma de la ecuación (2.6).

Ejemplo 5. Un arquetipo de sistema no holonómico consiste en una esfera que se mueve
sobre una superficie horizontal áspera de forma que la misma no puede deslizarse sobre la
superficie y tampoco puede levantarse de la misma.

Si una esfera pudiese moverse libremente en el espacio R3 se necesitaŕıan seis coordenadas,
x, y, z, φ, θ y ψ, para determinar su configuración. Aqúı generalmente se toma (x, y, z) ∈ R3

como las coordenadas del centro de masa de la esfera, y (φ, θ, ψ) son los ángulos de Euler,
que sirven para determinar la orientación de la esfera respecto de un sistema de referencia
inercial.
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(x, y)
e1

e2

e3

ω

Figura 2.6: La esfera que rueda sin deslizarse y sus variables de configuración.

En el caso del ejemplo considerado, como la esfera permanece en un plano, la altura de
su centro permanece constante, podemos parametrizar su posición con las coordenadas del
punto de contacto con el plano (x, y) y los ángulos (φ, θ, ψ). Dadas las trayectorias x e y
como funciones del tiempo, la condición de no deslizamiento determina de forma única la
posición de la esfera para un tiempo t dado.

Sin embargo, los valores de φ, θ y ψ no pueden expresarse en términos de x e y, como seŕıa
si las restricciones de movimiento fuesen holonómicas. Considere que la esfera comienza a
rodar, desde un cierto punto inicial y configuración fijos, y rueda por dos diferentes caminos
llegando al mismo punto final de contacto, resulta que las dos orientaciones finales son
diferentes y por este motivo estos ángulos eulerianos no son únicos para x e y dados. Entonces,
para este sistema, las condiciones de movimiento no están dadas únicamente en términos de
las coordenadas, sino que se expresan también mediante las velocidades.

Espećıficamente, sea la esfera con radio a y ω ∈ R3 su velocidad angular con respecto
a los ejes inerciales {e1, e2, e3}, con e1 y e2 fijos en el plano sobre el cual rueda la esfera, y
e3 perpendicular al mismo, como se muestra en la Figura 2.6. Entonces las ecuaciones de
restricción se escriben

aeT2 ω + ẋ = 0,

aeT1 ω − ẏ = 0.
(2.7)

4
En términos geométricos, las restricciones no holonómicas reducen el espacio tangente

a la variedad en cada punto a un subconjunto definido en términos de las funciones de
restricción. Precisamente, sea Q̃ la variedad de configuración de un sistema sin restricción
alguna, las restricciones no holonómicas reducen la variedad de configuración del sistema
a una subvariedad Q de Q̃, donde dada una configuración q ∈ Q, el conjunto de todas las
posibles velocidades que el sistema puede tomar en q es un subconjunto propio de TqQ, esto
es, no todo el espacio tangente TqQ está disponible para las velocidades generalizadas. En
particular, en este trabajo estudiamos sistemas no holonómicos cuyas restricciones se pueden
escribir en la forma de la ecuación (2.6), esto implica que en cada punto q ∈ Q, las posibles
velocidades q̇ del sistema se encuentran en un subespacio propio (que puede ser af́ın) de TqQ.
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En un sentido estricto, las restricciones no holonómicas son todas aquellas que no se
pueden escribir como la ecuación (2.3) [6, 18, 29]. Pero generalmente y por motivos históricos
se llaman sistemas no holonómicos a aquellos con funciones de restricción en las velocidades,
de la forma (2.5) [21].

Diferenciar sistemas holonómicos y no holonómicos es esencial para determinar si una
formulación variacional es aplicable a un sistema dado, como veremos en 2.1.4.

2.1.4. Principios Variacionales

La mecánica anaĺıtica consiste en traducir el mundo f́ısico a relaciones expresadas en
términos de cálculo diferencial e integral. Como Lagrange indica en su trabajo seminal en
esta área, Mécanique Analitique, “Los métodos que presento no requieren construcciones
geométricas o mecánicas, sino solamente operaciones algebraicas sometidas a un procedi-
miento regular y uniforme” [30].

En este contexto, existen un conjunto de principios que emplean herramientas del cálculo
variacional para proveer de un mecanismo por el cual se obtienen las ecuaciones de movi-
miento para un sistema mecánico. Cada uno de estos principios se aplica dependiendo de las
caracteŕısticas del sistema considerado.

Para el caso de sistemas holonómicos conservativos, los cuales se describen en la Subsec-
ción 2.1.3.1, las ecuaciones de movimiento se obtienen del principio de Hamilton.

2.1.4.1. Formulación de Lagrange y el Principio de Hamilton

Dado un sistema mecánico conservativo cuyo espacio de configuraciones es Q, la formula-
ción lagrangiana de la mecánica establece que la dinámica de dicho sistema queda codificada
en una función L : TQ→ R llamada lagrangiano, que t́ıpicamente tiene la forma

L(q, q̇) = K(q̇)− V (q),

donde K y V son las enerǵıas cinética y potencial del sistema, respectivamente.1

En este contexto, la trayectoria del sistema entre dos configuraciones determinadas qa, qb ∈
Q se obtiene mediante el principio de Hamilton. Más precisamente, dados los puntos qa, qb ∈
Q, sea C∞([a, b], Q) el conjunto de todas las curvas suaves q : [a, b]→ Q con extremos en los
puntos qa y qb, se define la funcional de acción S : C∞([a, b], Q)→ R mediante

S(q(t)) =

∫ b

a

L(q(t), q̇(t)) dt. (2.8)

El principio de Hamilton, que es el resultado principal de la dinámica de Lagrange, establece
que la trayectoria real del sistema es la curva la curva q(t) que extremiza (minimiza o
maximiza) la funcional de acción (2.8).

1Para sistemas como una part́ıcula en un campo magnético, el lagrangiano no es simplemente la enerǵıa
cinética menos la enerǵıa potencial [6].
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Debido a que el dominio de S es de dimensión infinita, necesitamos usar algunas he-
rramientas del cálculo variacional para tratar este problema de optimización. Para nuestros
propósitos, solo necesitaremos usar los conceptos de variación de una curva y la derivada de
Gateaux, que pasamos a estudiar ahora (el lector interesado en más detalles sobre el cálculo
variacional puede consultar las referencias [14, 31]).

Definición 2.1.7. Dada una curva q : [a, b] → Q con extremos q(a) = qa y q(b) = qb, una
variación con extremos fijos de q es un mapa suave

(t, ε) 7→ γ(t, ε), a ≤ t ≤ b, ε ∈ (−δ, δ) ⊂ R,

que satisface

1. γ(t, 0) = q(t) para t ∈ [a, b],

2. γ(a, ε) = qa, γ(b, ε) = qb.

Definición 2.1.8. El desplazamiento virtual δq : [a, b]→ TQ de la variación de la curva
q(t) está dado por la expresión

δq(t) =
∂

∂ε
γ(t, ε)

∣∣∣∣
ε=0

. (2.9)

Lema 2. Lema fundamental del cálculo de variaciones. (Jost y Li-Jost [23],
Lemma 1.1.1). Si h ∈ C0((a, b),Rd) satisface∫ b

a

h(t)φ(t) dt = 0 para todo φ ∈ C∞0 ((a, b),Rd), (2.10)

entonces h ≡ 0 en (a, b).

La extremización de la funcional S se determina tomando su variación, que se da por su
derivada de Gateaux en la variedad Q, que se define como

δS(q(t)) =
∂

∂ε
S(γ(t, ε))

∣∣∣∣
ε=0

, (2.11)

y donde se cumple δS(q(t)) = 0 para una curva q(t) que extremiza S.
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Desarrollando la expresión del lado derecho de la ecuación (2.11) mediante reglas de
cálculo y utilizando la Definición 2.1.8, tenemos que

∂

∂ε
S(γ(t, ε))

∣∣∣∣
ε=0

=
∂

∂ε

∫ b

a

L(γ(t, ε), γ̇(t, ε)) dt

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ b

a

∂

∂ε
L(γ(t, ε), γ̇(t, ε))

∣∣∣∣
ε=0

dt =

∫ b

a

(
∂L

∂γ

∂γ

∂ε
+
∂L

∂γ̇

∂γ̇

∂ε

) ∣∣∣∣
ε=0

dt

=

∫ b

a

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt =

∫ b

a

∂L

∂q
δq dt+

∫ b

a

∂L

∂q̇

d

dt
(δq) dt,

integrando por partes el segundo término,

=

∫ b

a

∂L

∂q
δq dt+

[
∂L

∂q̇
δq

]b
a

−
∫ b

a

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
δq dt,

como δq(a) = δq(b) = 0,

=

∫ b

a

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
δq dt = 0,

(2.12)

y por el Lema 2 se obtiene
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0, (2.13)

que es precisamente la ecuación de Euler-Lagrange (EL), que para un lagrangiano L dado
resulta en las ecuaciones de movimiento del sistema.

Ejemplo 6. Considere el péndulo planar, que consiste en una bola de masa m, que cuelga
sujeta mediante una varilla ŕıgida de masa despreciable de longitud l a un pivote que se
encuentra en una posición fija. Como el sistema se encuentra bajo la influencia de la acele-
ración gravitacional g, cuando la varilla se ubica a un ángulo q con respecto a la vertical del
pivote y se suelta, el péndulo se mueve de un lado a otro con un movimiento periódico. Las
variables de configuración de este sistema se muestran en la Figura 2.7.

Para determinar la dinámica del sistema se puede aplicar la segunda ley de Newton, que
expresa que para una part́ıcula con masa constante m se tiene

mẍ(t) = F(t), (2.14)

donde x ∈ R2 es la posición de la part́ıcula y F(t) es la fuerza ejercida sobre la part́ıcula,
ambas medidas con respecto a un sistema inercial.

Debido a la simetŕıa circular del movimiento, en el enfoque vectorial de la mecánica es
usual utilizar coordenadas polares (ρ, q) y magnitudes dinámicas angulares. De esa forma,
la dinámica del péndulo simple puede describirse mediante la ecuación

τ(t) = Iq̈(t), (2.15)
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l

m

g

q

Figura 2.7: El péndulo planar y sus variables de configuración.

donde τ(t) = lF(t) sin q(t) es el torque neto, I = ml2 es el momento de inercia de m respecto
del eje de rotación, y q̈(t) es la aceleración angular de m.

Midiendo el ángulo q(t) positivo en el sentido antihorario, la ecuación (2.15) se reduce a

q̈ = −g
l

sin q, (2.16)

cuya solución para cada condición inicial especificada describe el movimiento del péndulo.
Mediante la formulación lagrangiana de la mecánica, puede tomarse el ángulo q como

coordenada generalizada, y se considera el lagrangiano

L(q, q̇) = K(q̇)− V (q) =
1

2
ml2q̇2 +mgl cos q. (2.17)

Utilizando la ecuación de Euler-Lagrange (2.13) para el lagrangiano (2.17), se obtiene

−mgl sin q −ml2q̈ = 0⇒ q̈ = −g
l

sin q, (2.18)

que es la misma que la ecuación (2.16), obtenida a mediante la formulación newtoniana. 4

Observación 2. Observemos que en el lagrangiano L = K − V , el término V puede (y debe)
incorporar cualquier fuente de enerǵıa potencial. Es decir, que el principio de Hamilton es
apropiado para tratar sistemas holonómicos sujetos a fuerzas conservativas, esto es, expre-
sables como el gradiente de un potencial.

2.1.4.2. Principio de Lagrange-d’Alembert

Para el caso general con fuerzas externas no necesariamente conservativas, es necesa-
rio modificar el principio de Hamilton, obteniéndose el llamado principio de Lagrange-
d’Alembert. La idea inicial, de d’Alembert, fue suponer que las fuerzas y las reacciones
inerciales forman un sistema en equilibrio [30]. Posteriormente esta idea se escribió en forma
variacional por Lagrange.
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Las ecuaciones de movimiento se obtienen por un principio similar al variacional donde
el camino del sistema se determina mediante

δ

∫ b

a

L(q, q̇) dt+

∫ b

a

F eδq dt = 0 (2.19)

donde F eδq =
∑n

i=1 F
e
i δq

i es el trabajo virtual hecho por la fuerza externa F e con un des-
plazamiento virtual δq.

Desarrollando la ecuación (2.19), de la misma forma que la ecuación (2.12) para el primer
término, se obtiene

δ

∫ b

a

L(q, q̇) dt+

∫ b

a

F eδq dt =

∫ b

a

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+ F e

)
δq dt = 0, (2.20)

y por el Lema 2,
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+ F e = 0. (2.21)

Esto resulta en las ecuaciones

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= F e

i , para i = 1, . . . , n. (2.22)

Ejemplo 7. Considere el sistema mecánico del péndulo planar, que adicionalmente está
sometida a una fuerza no conservativa que consiste en un torque constante τ en el pivote, el
cual realiza un trabajo W dado por

W = τq. (2.23)

La fuerza externa que realiza este trabajo es F e = ∂W
∂q

= τ .

Utilizando las ecuaciones (2.22) sobre el lagrangiano (2.17) y la fuerza externa de este
sistema, su ecuación de movimiento es

q̈ = −g
l

sin q +
τ

ml2
. (2.24)

4

Por otra parte, existe una formulación puramente variacional—a diferencia del princi-
pio de Lagrange-d’Alembert—para sistemas mecánicos no conservativos con restricciones
holonómicas, conocido como principio variacional de Herglotz. A este principio se lo pue-
de considerar una generalización del principio de Hamilton, en el sentido que se explica a
continuación.
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2.1.4.3. Principio variacional de Herglotz

Este principio corresponde a otra formulación variacional que se utiliza en el contexto de
problemas mecánicos no conservativos. En particular, permite un tratamiento más apropiado
para sistemas disipativos, en contraste con el principio de Lagrange-d’Alembert [12].

Como hab́ıamos visto en la Sección 2.1, la formulación variacional clásica se basa en
un principio integral. En contraste, el principio variacional de Herglotz define la acción en
términos de una ecuación diferencial [17, 49], (véase también [12]).

Definición 2.1.9. Sea Q una variedad diferenciable, y L : R × TQ × R → R una función
suave, correspondiente a un lagrangiano en el contexto del principio de Herglotz. Dada una
curva q : [a, b]→ Q, se define la función z : [a, b]→ R por una condición inicial z(a) = za y
la ecuación diferencial

ż = L(t, q(t), q̇(t), z(t)). (2.25)

La curva q es una solución al principio variacional de Herglotz con condición inicial za si
cada variación de q con extremos fijos deja invariante la acción z(b).

Proposición 1. [49], Proposition 1. Una curva q (suficientemente regular) es una solu-
ción al principio variacional de Herglotz si y solo si satisface la ecuación de Euler-Lagrange
generalizada

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+
∂L

∂z

∂L

∂q̇
= 0, (2.26)

donde z se da en términos de q por la ecuación (2.25).

Si L no depende de la función z y no depende expĺıcitamente de t, el lagrangiano corres-
ponde a un sistema conservativo, y entonces la ecuación diferencial (2.25) es resuelta por
la integral (2.8). Aśı, vemos que el principio variacional de Herglotz se reduce al principio
de Hamilton en el contexto apropiado. Además, si L no depende de z, entonces ∂L

∂z
= 0 y

las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas (2.26) se reducen a las ecuaciones clásicas de
Euler-Lagrange (2.13). Para la correspondiente prueba de la Proposición 1 se referencia al
lector el trabajo [49].

Aunque ambos, el principio de Lagrange-d’Alembert y el principio de Herglotz, son formu-
laciones para sistemas no conservativos, una diferencia fundamental entre ellos se encuentra
en la forma en la que se incluyen las fuerzas externas dentro de dichas formulaciones para
la obtención de las ecuaciones de movimiento. Por una parte, en el contexto del principio de
Lagrange-d’Alembert, las fuerzas externas que no son derivables de un potencial y las cuales
agregan una dependencia temporal expĺıcita al sistema, se integran por separado al lagran-
giano, como se muestra en 2.1.4.2. Por otra parte, en el contexto del principio variacional de
Herglotz dichas fuerzas externas se incluyen directamente en el lagrangiano, como se muestra
en el trabajo de Vermeeren [49] y en el Ejemplo 8, por lo tanto, las fuerzas externas a un
sistema no son operadas de forma separada a su lagrangiano.
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Ejemplo 8. Considere un sistema mecánico con disipación de Rayleigh, la cual se expresa
como una función lineal en las velocidades, y sujeta a fuerzas externas que realizan un trabajo
generalizado W = F (t)q. En este caso, el lagrangiano del sistema considerado se escribe como

L(t, q, q̇, z) = K(q̇)− V (q)− αz + F (t)q, (2.27)

donde α es el parámetro de disipación de Rayleigh. 4

Ejemplo 9. Considere nuevamente el péndulo planar que está sometido a una fuerza de
torque constante τ en el pivote, como se explica en el Ejemplo 7, además de una disipación
de Rayleigh con parámetro α. El lagrangiano de este sistema en el contexto del principio
variacional de Herglotz es

L(t, q, q̇, z) =
1

2
ml2q̇2 +mgl cos q − αz + τq. (2.28)

Aplicando las ecuaciones (2.26) al lagrangiano (2.28), resulta la ecuación de movimiento

q̈ = −g
l

sin q +
τ

ml2
− αq̇. (2.29)

Nótese que si el sistema no tuviera disipación de Rayleigh, es decir α = 0, el lagrangiano
no dependeŕıa de z. En esta situación, el sistema descrito seŕıa el que se encuentra en el
Ejemplo 7 y las ecuaciones de movimiento seŕıan las mismas que las ecuaciones (2.24),
obtenidas mediante el principio de Lagrange-d’Alembert. 4

Si bien las ecuaciones continuas de los sistemas, que resultan de la aplicación de los
principios de Lagrange-d’Alembert y Herglotz pueden ser las mismas, las ecuaciones discretas
de los integradores que se obtienen a partir de estos principios pueden ser diferentes, como
veremos en la Sección 2.2.

2.1.4.4. Principio de Lagrange-d’Alembert y principio no holonómico

En el contexto de la obtención de las ecuaciones de movimiento para sistemas no ho-
lonómicos, resulta que la aplicación del principio de Hamilton lleva a resultados que no son
f́ısicamente correctos para el movimiento natural de estos sistemas. Cuando Lagrange for-
muló las ecuaciones de movimiento para sistemas mecánicos, no sospechó de la existencia de
este tipo de restricciones [42].

Considere de nuevo el sistema de la esfera que se mueve sin deslizarse, como se explica en
el Ejemplo 5. En este caso, si la esfera se mueve de acuerdo al principio de Hamilton tendŕıa
la apariencia de una entidad consciente que tiene como objetivo moverse desde una cierta
configuración inicial a una configuración final en el menor tiempo posible [21]. Dicho esto,
la aplicación de este principio variacional para sistemas no holonómicos se da precisamente
en el área de control óptimo [6, 24].

Para obtener las ecuaciones de movimiento naturales de un sistema no holonómico, en
el contexto de los principios variacionales, se asume la existencia de fuerzas que restringen
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los posibles movimientos del sistema de manera que este cumpla con las condiciones no
holonómicas, en donde estas fuerzas no realizan trabajo.

Considérese un sistema mecánico con espacio de configuracionesQ y lagrangiano L : TQ→
R, sujeto a m restricciones lineales en las velocidades, representadas por la ecuación

A(q)q̇ = 0, (2.30)

donde A(q) es una matriz m× n, con m < n, y q̇ ∈ TqQ es un vector columna.
En cualquier configuración q del sistema, el conjunto de todos los posibles desplazamientos

virtuales δq ∈ TqQ debe cumplir con las restricciones impuestas en la ecuación (2.30), aśı

A(q)δq = 0, (2.31)

es decir, el subespacio de todos los desplazamientos virtuales posibles se define como el kernel
de la matriz A(q).

Para imponer las condiciones no holonómicas sobre el sistema se introducen fuerzas de
restricción F = [F1, . . . , Fn] con el propósito de limitar sus posibles movimientos a aquellos
que cumplan las restricciones impuestas por las ecuaciones (2.31). Se asume que estas no
hacen trabajo para desplazamientos virtuales que cumplen con las restricciones, entonces

Fδq = 0. (2.32)

Utilizando álgebra de matrices, F visto como vector es perpendicular al espacio nulo de la
matriz A(q), entonces F se encuentra en el espacio fila de esta matriz. Es decir, F es una
combinación lineal de las filas de A(q), precisamente

F = λA(q), (2.33)

donde λ = [λ1, . . . , λm] es un vector fila y los λj, con j = 1, . . . ,m, son llamados multiplica-
dores de Lagrange.

Finalmente, las ecuaciones de movimiento se derivan de la asunción de que el sistema está
descrito por un sistema holonómico (como el descrito en 2.1.4.2) sujeto a fuerzas de restric-
ción, las cuales no hacen trabajo. A esta asunción se la denomina principio no holonómico
[6]. Las ecuaciones resultantes son

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= λA(q),

A(q)q̇ = 0.

(2.34)

Los multiplicadores de Lagrange del vector λ se determinan de forma semejante a la
manera en que se resuelven problemas restringidos de máximo y mı́nimo en cálculo.

Las ecuaciones (2.34) resultan de imponer las restricciones de movimiento luego de tomar
las variaciones. Este orden en la formulación de las ecuaciones es el que resulta en las ecua-
ciones correctas de la dinámica de un sistema no holonómico. La otra opción, imponer las
restricciones de movimiento y luego tomar variaciones es lo que corresponde a un principio
completamente variacional y el cual se utiliza en el área de control óptimo [6, 2].
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Ejemplo 10. Considere un hombre y un perro moviéndose sobre el plano, como se muestra
en la Figura 2.8. El hombre tiene posición inicial en el origen del sistema coordenado y se
mueve sobre el eje y con velocidad constante c. El perro inicia su movimiento desde el punto
(x0, y0), x0 ≥ 0, y0 6= 0, en el mismo instante que el hombre y corre tal que la dirección de
su velocidad en cada momento está dada por la linea que conecta su posición instantánea y
la posición instantánea del hombre. El objetivo es encontrar las ecuaciones que describan la
trayectoria del perro.

0
x

y

x0

y0

c

Figura 2.8: Un perro que persigue un hombre y las variables del sistema.

El lagrangiano del sistema es

L(x, y, ẋ, ẏ) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2). (2.35)

La restricción está dada por la condición que en cada instante la dirección del movimiento
del perro es conocida, entonces el coeficiente angular de la trayectoria del perro cumple

dy

dx
= G(t, x, y) =⇒ G(t, x, y)ẋ− ẏ = 0, (2.36)

la cual es una condición reonómica (del inglés rheonomic), es decir, depende del tiempo t. La
dirección instantánea del movimiento del perro en el tiempo t, posicionado en el punto (x, y)
está dada por la linea que conecta este punto a (0, ct), que es donde se encuentra el hombre
en el momento t. De esta manera se determina que el coeficiente angular de la trayectoria
del perro en el tiempo t, estando en el punto (x, y) se da por

G(t, x, y) =
y − ct
x

, (2.37)

consecuentemente, la restricción no holonómica tiene la forma

y − ct
x

ẋ− ẏ = 0. (2.38)
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Utilizando las ecuaciones (2.30) tenemos que

A(x, y) · (ẋ, ẏ)T = 0, (2.39)

que por la ecuación (2.38) cumple que

A(x, y) =

(
y − ct
x

,−1

)
. (2.40)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento se obtienen de las ecuaciones (2.34), que re-
sultan en

d

dt
(mẋ) = λ1

(
y − ct
x

)
,

d

dt
(mẏ) = λ1(−1),

(2.41)

que junto con la ecuación de restricción (2.38) dan un número suficiente de ecuaciones dife-
renciales para resolver las variables x, y, λ1. 4

2.1.4.5. Principio de Lagrange-d’Alembert para sistemas no conservativos con
restricciones no holonómicas

En este caso, el Principio de Lagrange-d’Alembert es adaptado para incluir tanto las
fuerzas de restricción, como las fuerzas externas no conservativas F e al sistema, de la siguiente
manera

δ

∫ b

a

L(q, q̇) dt+

∫ b

a

F eδq dt = 0,

A(q)δq = 0,

(2.42)

donde F e representa la fuerza no conservativa y la ecuación A(q)δq = 0 restringe los posi-
bles desplazamientos virtuales del sistema a aquellos que cumplan con las restricciones no
holonómicas impuestas al sistema.

Entonces, las ecuaciones de movimiento son

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
=

m∑
j=1

λjA
j
i (q) + F e

i para i = 1, . . . , n,

A(q)q̇ = 0,

(2.43)

donde Aji (q) es el elemento j, i de la matriz A(q), y F e
i la i-ésima componente de F e.

Ejemplo 11. El péndulo de Foucault es un experimento para demostrar el movimiento de
rotación de la Tierra. Consiste en un péndulo que oscila mientras que la Tierra rota bajo
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Figura 2.9: Péndulo de Foucaut y sus ejes inerciales y no inerciales.

él, por tanto, el plano de oscilación del péndulo rota para el observador que se encuentra
en la superficie terrestre. Por ejemplo, si el péndulo se encuentra en el punto máximo del
Polo Norte, su plano de oscilación rotaŕıa 360◦ en 24 horas para cualquier observador que
se encuentra en este Polo. La velocidad angular de rotación del plano depende en la latitud
sobre la cual se ubica el péndulo.

Para modelar este problema, considere un péndulo de longitud l y masa m sobre la latitud
β sobre la superficie terrestre. Por un lado, el sistema inercial (X, Y, Z) es el que tiene su
origen O fijo en el centro de la Tierra y cuyos ejes no se mueven con su movimiento de
rotación, este último siendo representado por Ω. Como este es el sistema inercial, se desprecia
el movimiento de traslación. Los ejes (X, Y ) se encuentran en el plano determinado por la
ĺınea del Ecuador, mientras que el eje Z es el eje que apunta al Polo Norte. Por otro lado,
para describir el movimiento del péndulo siendo observado desde la superficie terrestre se
tiene un sistema no inercial el cual tiene su origen en la latitud β en el punto donde la masa
del péndulo se encuentra en equilibrio, y se mueve con la rotación de la Tierra, con ejes
(x, y, z), donde x se encuentra sobre un meridiano en sentido norte-sur, y se encuentra en la
dirección de la latitud β en sentido oeste-este y z está en el eje que apunta hacia arriba y
el cual es perpendicular a la superficie terrestre. La configuración descrita se muestra en la
Figura 2.9.

Debido a la velocidad angular Ω, el plano de oscilación del péndulo tiene una precesión
relativa al sistema no inercial, el cual es ωz = −2πrad sin β/d́ıa. Esto se da proyectando
el vector de velocidad angular Ω sobre los ejes del sistema no inercial, lo cual resulta en
(−Ω cos β, 0,Ω sin β), pero como la Tierra rota en sentido antihorario visto desde arriba del
eje Z, el plano de oscilación del péndulo rota en sentido horario visto desde arriba del eje z,
por lo tanto el signo de la velocidad angular en el sistema no inercial es negativo.

Para una part́ıcula en un sistema tridimensional con posición r y velocidad angular ω, se



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTO TEÓRICO 30

cumple ω = r×ṙ
r2

y como en este sistema r = (x, y, z) y ω = (Ω cos β, 0,−Ω sin β), entonces

Ω cos βr2 = yż − zẏ,
0 = zẋ− xż,

−Ω sin βr2 = xẏ − yẋ,
(2.44)

donde la última ecuación establece la tasa de precesión de −Ω sin β/d́ıa del plano de oscila-
ción.

Como el péndulo forma un ángulo de oscilación pequeño φ en su movimiento ondulatorio,
las coordenadas x, y son de orden lφ, mientras que z es de orden lφ2 y por tanto despreciable.
Aśı, podemos considerar el movimiento de la masa del péndulo en el plano z = 0 y tomar
q = (x, y) como las coordenadas generalizadas. Además, con la restricción holonómica l2 =
x2 + y2 + z2 se puede obtener z para cualesquiera x e y dados. Con estas consideraciones, la
enerǵıa cinética

K(q̇) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) (2.45)

y la enerǵıa potencial

V (q) =
1

2
m
g

l
(x2 + y2), (2.46)

mientras que la relación ω = r×ṙ
‖r‖2 establece que

− yẋ+ xẏ + Ω sin β(x2 + y2) = 0, (2.47)

la cual es una restricción no holonómica para el sistema.
Adicionalmente se considera que el sistema está sujeta a una fuerza disipativa de Rayleigh,

es decir, lineal en las velocidades.
Entonces, el lagrangiano de este sistema es L(q, q̇) = K(q̇)−V (q), lo que de acuerdo con

la derivación anterior resulta en

L(q, q̇) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
m
g

l
(x2 + y2), (2.48)

sujeto a la restricción (2.47).
En este caso, la función de disipación se modela como una fuerza externa F (q, q̇) = −αmq̇,

en donde α es el parámetro de disipación.
Finalmente, las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert

para este sistema son

mẍ+m
g

l
x = −αmẋ+ λ1(−y)

mÿ +m
g

l
y = −αmẏ + λ1(x)

−yẋ+ xẏ + Ω sin β(x2 + y2) = 0.

(2.49)

4
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2.1.4.6. Principio de Herglotz con restricciones no holonómicas

Como hab́ıamos visto en 2.1.4.3, el principio de Herglotz es utilizado en el contexto de
sistemas no conservativos y provee un mecanismo para especificar la disipación del sistema
de forma intŕınseca en el lagrangiano. Sin embargo, ese caso no abarca la situación en donde
las ecuaciones de movimiento se encuentran restringidas por condiciones no holonómicas.

En un trabajo reciente [33], de Leon y colaboradores desarrollaron la descripción conti-
nua del principio de Herglotz con restricciones no holonómicas lineales en las velocidades,
restringiendo apropiadamente las variaciones.

De forma análoga al caso no holonómico en el contexto del principio de Lagrange-
d’Alembert, considere un sistema mecánico con espacio de configuraciones Q y lagrangiano
L : R×TQ×R→ R, sujeto a m restricciones lineales en las velocidades. En una carta (q, q̇)
de TQ, estas restricciones se escriben como

A(q)q̇ = 0, (2.50)

donde A(q) es una matriz m × n, con m < n, y q̇ ∈ TqQ es un vector columna. Estas
restricciones pueden verse por un subconjunto de TQ dado por ∆ := {(q, q̇) ∈ TQ | A(q)q̇ =
0}. Aśı, en cada punto q, consideramos el espacio nulo de la matriz A(q) y lo denotamos por
∆q. Consideremos además el conjunto ∆◦ = {(q, q̇) ∈ TQ | q̇ ∈ C(A(q)T )}, esto es, en cada
punto q consideramos el espacio fila de la matriz A(q), y lo denotamos por ∆◦q. En estas
condiciones, se tiene el siguiente resultado [33].

Teorema 3. Una curva q(t) ∈ C∞([a, b], Q) satisface el principio variacional de Herglotz
con restricciones no holonómicas lineales en las velocidades, si y solo si,

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
+
∂L

∂q̇i
∂L

∂z
∈ ∆◦q,

q̇ ∈ ∆q.

(2.51)

Utilizando el Teorema 3 y las definiciones de los espacios ∆q y ∆◦q, una curva q(t) satisface
el principio variacional de Herglotz con restricciones lineales en las velocidades, si y solo si,
satisface las ecuaciones

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
− ∂L

∂q̇i
∂L

∂z
=

m∑
j=1

λjA
j
i (q) para i = 1, . . . , n,

A(q)q̇ = 0,

(2.52)

para ciertos multiplicadores de Lagrange λj, con j = 1, . . . ,m.

Ejemplo 12. Considere nuevamente el péndulo de Foucault, explicado en el Ejemplo 11.
En el contexto del principio de Herglotz con restricciones, el lagrangiano de este sistema se
escribe como

L(t, q, q̇, z) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
m
g

l
(x2 + y2)− αz. (2.53)
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Notemos que se incluye el parámetro de disipación de Rayleigh directamente, a diferencia
del lagrangiano en el contexto del principio de Lagrange-d’Alembert. Como ya hemos visto,
la tasa de rotación de este sistema se expresa en términos de la restricción no holonómica

−yẋ+ xẏ + Ω sin β(x2 + y2) = 0.

Las ecuaciones de movimiento del péndulo de Foucault que se obtienen mediante la
formulación de las ecuaciones de Herglotz con restricciones (2.52) son

mẍ+m
g

l
x+ αmẋ = λ1(−y)

mÿ +m
g

l
y + αmẏ = λ1(x)

−yẋ+ xẏ + Ω sin β(x2 + y2) = 0.

(2.54)

4

Una vez más, las ecuaciones de movimiento de un sistema mecánico resultantes de dos
principios diferentes son las mismas. En este caso, para el péndulo de Foucault con disipación
de Rayleigh, espećıficamente los sistemas de ecuaciones (2.49) y (2.54), los cuales resultan
de las aplicaciones del principio de Lagrange-d’Alembert con el principio no holonómico y
del principio de Herglotz con restricciones, respectivamente. Sin embargo, la discretización
utilizada para obtener los integradores da como resultado ecuaciones discretas diferentes
para ambos principios aplicados a un mismo sistema mecánico, como veremos en la Sección
2.2.

Finalmente, a fin de sintetizar el estudio de los principios variacionales abarcados en
esta Sección, en el Cuadro 2.1 se esquematizan los tipos de sistemas mecánicos discutidos
y los principios variacionales correspondientes para obtener las ecuaciones correctas de su
dinámica.

2.2. Integradores Geométricos

El flujo de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento continuo de los sis-
temas mecánicos poseen ciertas propiedades geométricas que precisamente caracterizan este
flujo y, en consecuencia, la naturaleza del movimiento de dichos sistemas.

Los integradores geométricos son métodos numéricos que preservan las propiedades
geométricas del flujo de las ecuaciones diferenciales en su configuración discreta, la cual
conforma el esquema numérico.

Por otra parte, las estructuras geométricas que surgen de las ecuaciones diferenciales
dependen particularmente de la clase del problema a resolver. En el área de mecánica, los
integradores geométricos se obtienen considerando el método numérico como un sistema
mecánico discreto, el cual aproxima el flujo de las ecuaciones diferenciales del sistema mecáni-
co considerado. Por tanto, el enfoque central consiste en capturar la geometŕıa del espacio
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Holonómicos No holonómicos

C
o
n
se

rv
a
ti

v
o
s

•Principio de Hamilton

δ
∫ b
a
L(q, q̇) dt = 0.

•Principio de Lagrange-d’Alembert

δ
∫ b
a
L(q, q̇) dt = 0,∑n
k=1 a

j
kδq

k = 0.

N
o

co
n
se

rv
a
ti

v
o
s

•Principio de Lagrange-d’Alembert

δ
∫ b
a
L(q, q̇) dt+

∫ b
a
Fδq dt = 0.

•Principio de Herglotz
δz(b) = 0.

•Principio de Lagrange-d’Alembert

δ
∫ b
a
L(q, q̇) dt+

∫ b
a
F eδq dt = 0,∑n

k=1 a
j
kδq

k = 0.

•Principio de Herglotz con restricciones
δz(b) = 0,∑n
k=1 a

j
kδq

k = 0.

Cuadro 2.1: Tipos de sistemas mecánicos y correspondientes principios variacionales para
obtener sus ecuaciones de movimiento.

de estados del sistema continuo en el correspondiente integrador. Como consecuencia de la
preservación de propiedades geométricas, los integradores geométricos logran conservar cier-
tas cantidades f́ısicas que caracterizan al sistema integrado, como la enerǵıa en el caso de
sistemas conservativos. Esto resulta en simulaciones de excelente comportamiento cualitativo
y permiten tiempos más largos de simulación para el sistema considerado en comparación a
métodos numéricos de propósito general.

En este contexto, una manera sistemática de obtener integradores geométricos consiste
en discretizar la formulación variacional correspondiente para obtener las ecuaciones de mo-
vimiento. Esto está en marcada diferencia con respecto al enfoque de métodos numéricos
tradicionales, los cuales se basan en discretizar directamente las ecuaciones diferenciales, sin
considerar las propiedades geométricas subyacentes del flujo.

2.2.1. Integradores variacionales

El paradigma para obtener los integradores geométricos a partir de los principios varia-
cionales consiste esencialmente en dos pasos. Primero, definir un lagrangiano discreto que
corresponda a una versión discreta del lagrangiano continuo, el cual, como vimos en la Sec-
ción 2.1, codifica la dinámica del sistema. La construcción del lagrangiano discreto depende
particularmente del principio variacional del cual se busca obtener su versión discreta, y su
orden de aproximación determina el orden de precisión del integrador resultante. Segundo, el
lagrangiano discreto es sometido a las operaciones de cálculo variacional que corresponden al
principio variacional del cual se obtienen las ecuaciones de movimiento en el caso continuo.
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2.2.1.1. Integrador basado en el principio de Hamilton

En el contexto de los integradores basados en el principio de Hamilton, se considera el
espacio de configuraciones Q, donde la dinámica se traslada de TQ al espacio de estados
discreto Q × Q. Entonces, un lagrangiano discreto es un mapa Ld : Q × Q → R, que se
establece como una aproximación de la integral del lagrangiano L : TQ→ R en un intervalo
de tiempo [tj, tj+1] ⊂ [a, b] por alguna regla de cuadratura,

Ld(qj, qj+1) ≈
∫ tj+1

tj

L(q, q̇) dt, (2.55)

es decir, Ld es en realidad una aproximación de la funcional de acción S(q(t)) en el intervalo
[tj, tj+1]. En consecuencia, la acción discreta Sd : QN+1 → R se define como

Sd({qj}Nj=0) =
N−1∑
j=0

Ld(qj, qj+1) ≈ S(q(t)), (2.56)

donde t0 = a, N ∈ N es tal que tN = b y q : [a, b] → Q. Al conjunto {qj}Nj=0 se lo denomina
curva discreta en Q.

El siguiente paso consiste en tomar la variación de la acción discreta δSd({qj}Nj=0), de la
misma forma que en el caso continuo, y la cual cumple δSd({qj}Nj=0) = 0 para una curva
discreta que la extremiza. Entonces, utilizando reglas de cálculo variacional (ver 2.1.4.1 para
un desarrollo análogo en el caso continuo),

δSd({qj}Nj=0) = δ
N−1∑
j=0

Ld(qj, qj+1)

=
N−1∑
j=0

[
∂

∂qj
Ld(qj, qj+1) · δqj +

∂

∂qj+1

Ld(qj, qj+1) · δqj+1

]

=
N−1∑
j=0

[D1Ld(qj, qj+1) · δqj +D2Ld(qj, qj+1) · δqj+1] = 0,

(2.57)

donde D1 y D2 son las derivadas parciales con respecto al primer y segundo argumentos,
respectivamente. Utilizando la condición de que las variaciones de {qj}Nj=0 se toman con
extremos fijos, tenemos que δq0 = δqN = 0, por tanto D1Ld(q0, q1)·δq0 y D2Ld(qN−1, qN)·δqN
son nulos, y reindexando términos de la sumatoria resulta

δSd({qj}Nj=0) =
N−1∑
j=1

D1Ld(qj, qj+1) · δqj +
N−2∑
j=0

D2Ld(qj, qj+1) · δqj+1

=
N−1∑
j=1

[D1Ld(qj, qj+1) +D2Ld(qj−1, qj)] · δqj = 0.

(2.58)
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Por el Lema 2, obtenemos entonces

D1Ld(qj, qj+1) +D2Ld(qj−1, qj) = 0, para j = 1, . . . , N − 1, (2.59)

conocida como ecuación de Euler-Lagrange Discreto (ELD), y es precisamente la ecua-
ción del integrador. Concretamente, sobre ciertas condiciones de regularidad, proporciona
un mapa de flujo discreto (qj−1, qj) 7→ (qj, qj+1). Es este flujo discreto el que preserva
determinadas estructuras geométricas discretas, en forma paralela a como el flujo continuo
preserva las correspondientes estructuras geométricas continuas.

Ejemplo 13. Considere el sistema del péndulo planar, expuesto en el Ejemplo 6, su lagran-
giano es

L(q, q̇) =
1

2
ml2q̇2 +mgl cos q, (2.60)

A fin de definir su lagrangiano discreto, podemos utilizar una aproximación gaussiana de
un punto en en intervalo [tj, tj+1], donde la velocidad se aproxima por 2 qj+1−qj

h
, entonces

Ld(qj, qj+1) = hL

(
qj,

qj+1 − qj
h

)
= h

(
1

2
ml2

(
qj+1 − qj

h

)2

+mgl cos qj

)
. (2.61)

Aśı,

D1Ld(qj, qj+1) = −ml2
(
qj+1 − qj

h

)
− hmgl sin qj,

D2Ld(qj−1, qj) = ml2
(
qj − qj−1

h

)
,

(2.62)

sumando con simplificaciones ambos lados derechos e igualando a 0,

qj+1 − qj
h

− qj − qj−1
h

+ h
g

l
sin qj = 0. (2.63)

Finalmente, despejando qj+1, obtenemos el integrador

qj+1 = qj + h

(
qj − qj−1

h
− hg

l
sin qk

)
. (2.64)

Podemos expresar este mismo integrador en términos de las variables de estado. Para ello,
observamos que en la ecuación (2.63), las expresiones

qj+1−qj
h

y
qj−qj−1

h
aproximan las veloci-

dades, vj+1 y vj. De esa forma, obtenemos el integrador

vj+1 = vj − h
g

l
sin qj

qj+1 = qj + hvj+1,
(2.65)

2Como las funciones coordenadas ϕα de la variedad son 1 a 1, podemos identificar cualquier q ∈ Q con
ϕα(q) ∈ Rn, donde śı tiene sentido sumar.
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para el problema del péndulo planar en términos de sus variables de estado. Este correspon-
de a un integrador simpléctico para el sistema del péndulo, ya que conserva la estructura
simpléctica en el contexto discreto [44, 19, 40].

Como la definición del lagrangiano discreto (2.61) es una aproximación de primer orden,
el integrador resultante (2.65) es un método de primer orden. Para un desarrollo más ex-
tenso con relación al orden de aproximación del lagrangiano discreto y del correspondiente
integrador, ver los trabajos [38, 51, 11]. 4

A fin de contrastar los esquemas numéricos hasta ahora derivados consideremos el esque-
ma de Euler expĺıcito presentado en A.0.1 y el integrador geométrico de la ecuación (2.65)
para el péndulo planar, el cual se describe en Ejemplo 6.

La ecuación del péndulo es

q̈ = −g
l

sin q, (2.66)

para utilizar el método de Euler expĺıcito convertimos esta ecuación diferencial de orden dos
en un sistema de ecuaciones de primer orden,{

q̇ = v

v̇ = −g
l

sin q
(2.67)

y aplicamos la regla (A.13) para cada ecuación del sistema, entonces el integrador es

qk+1 = qk + hvk

vk+1 = vk − h
g

l
sin qk.

(2.68)

Los resultados de los integradores (2.68) y (2.65) se muestran en la Figura 2.10, en donde
el tiempo de integración es T = 10 s y el tamaño de paso h = 0,1. Las condiciones iniciales
(q(0), q̇(0)) = (π

4
, 0) son las mismas para ambos integradores, sin embargo en el resultado

de Euler expĺıcito se observa que el sistema gana enerǵıa de forma espuria, mientras que
el Euler simpléctico consigue capturar el movimiento periódico del péndulo, exhibiendo un
comportamiento cualitativo apropiado.

2.2.1.2. Integrador basado en el principio de Lagrange-d’Alembert

Para la correspondiente discretización de las ecuaciones (2.22) se considera el mismo
procedimiento que el seguido para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange discreto, en
donde las fuerzas no conservativas discretas Fd se construyen tal que

Fd(qj, qj+1) · (δqj, δqj+1) = F−d (qj, qj+1) · δqj + F+
d (qj, qj+1) · δqj+1, (2.69)

donde F−d y F+
d son las fuerzas externas que actúan sobre la derecha de qj y la izquierda de

qj+1, respectivamente. Dicha construcción corresponde a la cuadratura de la fuerza continua∫ tj+1

tj
Fδq dt.
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Figura 2.10: Resultado en espacio de estados de los integradores Euler expĺıcito (izq.) y
Euler simpléctico (der.). Los valores q y q̇ se refieren a la posición y a la velocidad del
sistema, respectivamente. Las ĺıneas continuas representan la trayectoria de la solución real
del sistema.

Entonces, utilizando la cuadratura de la fuerza como se establece en (2.69) la curva
discreta {qj}Nj=0 debe cumplir

δSd({qj}Nj=0) +
N−1∑
j=0

[
F−d (qj, qj+1) · δqj + F+

d (qj, qj+1) · δqj+1

]
= 0, (2.70)

para variaciones de {qj}Nj=0 con extremos fijos. Aśı, con la condiciones δq0 = δqN = 0 y
reindexando, resultan las ecuaciones

D1Ld(qj, qj+1) +D2Ld(qj, qj−1) + F−d (qj, qj+1) + F+
d (qj−1, qj) = 0, (2.71)

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas con fuerzas externas.
La definición de la discretización de la fuerza externa se puede establecer en términos

de la discretización del lagrangiano. Por ejemplo, considere la discretización del lagrangiano
como siendo

Ld(qj, qj+1) = hL

(
(1− α)qj + αqj+1,

qj+1 − qj
h

)
, (2.72)

para α ∈ [0, 1]. Entonces, una discretización natural para las fuerzas F−d y F+
d consiste en

F−d (qj, qj+1) = (1− α)hF

(
(1− α)qj + αqj+1,

qj+1 − qj
h

)
,

F+
d (qj, qj+1) = αhF

(
(1− α)qj + αqj+1,

qj+1 − qj
h

)
.

(2.73)



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTO TEÓRICO 38

2.2.1.3. Integrador basado en el principio de Herglotz

El integrador obtenido a partir del principio variacional de Herglotz, que se muestra en
la Definición 2.1.9, se denomina de contacto.

Teorema 4. [49], Theorem 1. Para un tamaño de paso h suficientemente pequeño, la
curva discreta q es una solución del principio variacional de Herglotz, con z definido por

zj+1 − zj = hL(qj, qj+1, zj, zj+1;h), (2.74)

si y solo si satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas discretas

D1L(qj, qj+1, zj, zj+1) +D2L(qj−1, qj, zj−1, zj)
1 + hD3L(qj, qj+1, zj, zj+1)

1− hD4L(qj−1, qj, zj−1, zj)
= 0, (2.75)

donde Di denota la derivada parcial con respecto al i-ésimo argumento.

La ecuación (2.75) es una discretización de las ecuaciones de Euler-Lagrange generaliza-
das, que son

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂q̇i
− ∂L

∂q̇i
∂L

∂z
= 0, (2.76)

las mismas expresiones que aparecen en el lado izquierdo de la primera ecuación del sistema
(2.52).

En el trabajo de Vermeeren y colaboradores [49] se muestra que los integradores obtenidos
mediante la formulación variacional de Herglotz, denominados integradores de contacto,
resultan superiores que sus contrapartes obtenidas a partir de principio de Hamilton y sus
adaptaciones para sistemas no conservativos, donde la dependencia del tiempo puede ser
impĺıcita o expĺıcita.

Ejemplo 14. Considere el sistema del oscilador armónico amortiguado. Este sistema consiste
de un oscilador armónico de masa m que está bajo la influencia de una fuerza de disipación
de Rayleigh, la cual es proporcional a las velocidades, con parámetro de disipación α. Por
simplicidad, en las aplicaciones m = 1.

Descripción de Lagrange-d’Alembert. En este contexto, el lagrangiano de este sistema
se expresa como

L(q, q̇) = K(q̇)− V (q) =
1

2
mq̇2 − 1

2
mq2, (2.77)

donde q es el desplazamiento del punto de equilibrio. El amortiguamiento se modela como
una fuerza externa F (q, q̇) = −αmq̇.

Para la discretización utilizamos un lagrangiano discreto de orden lineal, y una corres-
pondiente cuadratura de orden lineal para la fuerza externa F (q, q̇),

F−d (qj, qj+1) = hF

(
qj,

qj+1 − qj
h

)
y F+

d (qj, qj+1) = 0. (2.78)



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTO TEÓRICO 39

Por tanto, las ecuaciones discretas de Euler-Lagrange con fuerzas externas, utilizando una
formulación de posición-momento son

pj =
pj−1 − hqj−1

1 + α

qj = qj−1 + hpj.
(2.79)

Descripción de Herglotz. En este contexto el lagrangiano que describe este sistema es

L(q, q̇, z) = K(q̇)− V (q)− αz =
1

2
mq̇2 − 1

2
mq2 − αz. (2.80)

La formulación de posición-momento de las ecuaciones discretas de Herglotz son

qj =

(
1− h2

2

)
qj−1 + h(1− hα)pj−1

pj = (1− hα)pj−1 −
h

2
(qj + qj−1).

(2.81)

Comparamos los comportamientos cualitativos y los errores relativos de los integradores
(2.79) y (2.81). La solución de referencia es obtenida utilizando un método Leapfrog con un
tamaño de paso diez veces mas chico que los integradores comparados. El código utilizado es
una extensión del utilizado en el trabajo [49], en el cual agregamos nuestra implementación
del integrador LA. Los resultados de las comparaciones se muestran en la Figura 2.11, en el
cual probamos los integradores usando dos parámetros α. En ambos casos el integrador de
contacto muestra un mejor comportamiento cualitativo y mucho menor error relativo que el
integrador basado en el principio LA.

4

2.2.1.4. Integrador no holonómico basado en el principio de
Lagrange-d’Alembert

En el trabajo de Cortés y Mart́ınez [9], se construye el integrador no holonómico basado
en el principio de Lagrange-d’Alembert. De la misma forma que para el principio variacional
de Herglotz, para obtener las ecuaciones (2.52), se considera una distribución ∆ sobre la
variedad de configuración Q que establece las restricciones lineales en las velocidades para el
sistema lagrangiano. La curva q(t) ∈ Q satisface las restricciones si q̇(t) ∈ ∆q(t) para todo t.
Si {Φc = Φc

idq
i}mc=1 es un conjunto de funciones definiendo el aniquilador de ∆, se obtienen

las ecuaciones describiendo la dinámica no holonómica{
d
dt

∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= λcΦ

c
i ,

Φc
i q̇
i = 0,

(2.82)
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Figura 2.11: Simulación del oscilador armónico amortiguado con un parámetro de amor-
tiguamiento α pequeño utilizando el integrador de contacto y el integrador basado en el
principio LA. En las Soluciones, el eje x representa el tiempo en segundos y el eje y represen-
ta el desplazamiento del punto de equilibrio del oscilador, h es el tamaño de paso y (p0, q0)
representan las condiciones iniciales de momento y posición, respectivamente.
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donde λc, c ∈ {1, . . . ,m} es un conjunto de multiplicadores de Lagrange. El lado derecho de
la primera ecuación del sistema (2.82) representa la fuerza de restricción.

Para derivar el integrador de la dinámica no holonómica, se necesita un espacio de res-
tricción discreto ∆d ⊂ Q × Q, es decir, el camino real discreto debe cumplir δqj ∈ ∆q(t) y
(qj, qj+1) ∈ ∆d. Si Φc

d : Q×Q→ R son funciones cuyos núcleos definen el espacio ∆d, resulta
el siguiente algoritmo {

D1Ld(qj, qj+1) +D2Ld(qj−1, qj) = λaΦ
c(qj)

Φc
d(qj, qj+1) = 0.

(2.83)

2.2.1.5. Integrador no holonómico con fuerzas externas basado en el principio
de Lagrange-d’Alembert

En este caso los principios variacionales discretos, de Lagrange-d’Alembert descrito en
2.2.1.2, y del integrador no holonómico descrito en 2.2.1.4 se combinan para obtener un in-
tegrador para sistemas mecánicos no conservativos con restricciones no holonómicas, basado
en el principio de Lagrange-d’Alembert.

Las ecuaciones del integrador son{
D1Ld(qj, qj+1) +D2Ld(qj−1, qj) + F−d (qj, qj+1) + F+

d (qj−1, qj) = λaΦ
c(qj)

Φc
d(qj, qj+1) = 0.

(2.84)

En la ecuación (2.84) se puede observar que se incorporan tanto la cuadratura de las fuer-
zas externas, es decir, F−d (qj, qj+1) y F+

d (qj−1, qj) como las restricciones discretas Φc
d(qj, qj+1) = 0.
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Caṕıtulo 3

Integrador de contacto con
restricciones no holonómicas

The great discoveries of higher mathematics and their immediate application to nature
imbued the philosophers of those days with an unbounded confidence in the fundamentally
intellectual structure of the world.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

El enfoque principal para obtener integradores geométricos basados en los principios
variacionales consiste en traducir el espacio de la dinámica continua a un espacio discreto con
geometŕıa compatible. En otras palabras, describir un sistema mecánico discreto consistente
con el modelo del sistema mecánico continuo.

A ese respecto, para construir nuestro integrador de contacto con restricciones no ho-
lonómicas, consideramos como base las estructuras discretas establecidas en la formulación
del integrador de contacto de la ecuación (2.75), espećıficamente, el lagrangiano discreto, el
espacio discreto sobre el cual está definido el lagrangiano discreto y las ecuaciones del princi-
pio variacional discreto. Sobre estas definiciones aplicamos las correspondientes restricciones
de una manera compatible mediante un determinado mapa de discretización.

Entre los trabajos principales en relación a la construcción de este integrador y sus
correspondientes contribuciones se pueden mencionar los siguientes. La teoŕıa continua del
principio variacional de Herglotz con restricciones no holonómicas lineales en las velocidades
se desarrolló en un reciente trabajo por De León y colaboradores [33], y nuestro integrador se
basa en discretizar esta descripción. Por otra parte, la discretización del principio variacional
de Herglotz se estableció en el trabajo de Vermeeren y colaboradores [49]. Con respecto a
la teoŕıa de discretización de las restricciones, en el trabajo de Cortés y Mart́ınez [9] se
desarrolló la descripción discreta del principio de Lagrange-d’Alembert para sistemas no
holonómicos, con restricciones lineales en las velocidades.
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3.1. Distribución discreta

En el caso continuo, las restricciones no holonómicas lineales en las velocidades, A(q)q̇,
definen una distribución ∆ sobre Q, en la cual se limita la dinámica del sistema y que se
define como

∆ := {(q, q̇) ∈ TQ | A(q)q̇ = 0}.
Para imponer las restricciones no holonómicas en el sistema mecánico discreto, establecemos
una distribución discreta ∆d, el cual corresponde a un subconjunto del espacio de estados
discreto Q × Q y que cumple (q, q) ∈ ∆d para todo q ∈ Q, tal que todos los puntos de la
variedad de configuración se encuentren en la distribución discreta. La idea corresponde a
establecer un espacio tal que la curva discreta {qj}Nj=0 cumpla con la condición (qj, qj+1) ∈ ∆d

para j = 0, . . . , N − 1.
A fin de definir las versiones discretas de las restricciones no holonómicas, utilizamos el

mismo mapa de discretización que el utilizado en el lagrangiano. Como ejemplo, consideremos
un lagrangiano en el contexto del principio variacional clásico L : TQ→ R, la discretización
Ld de este lagrangiano se da mediante un mapa de discretización Ψ: Q × Q → TQ tal
que se cumple Ld = L ◦ Ψ. Con este mismo mapa Ψ, definimos las restricciones no ho-
lonómicas discretas, de la siguiente forma. Sea (qd, q̇d) el punto en TQ que corresponde a la
imagen de (qj, qj+1) por el mapa Ψ, entonces definimos el mapa de restricción discreta como
Ad(qj, qj+1) = A(qd)q̇d, por tanto,

∆d := {(qj, qj+1) ∈ Q×Q | Ad(qj, qj+1) = 0}. (3.1)

Como las variaciones de la curva discreta {qj}Nj=0 se toman con extremos fijos, es decir
δq0 = δqN = 0 y las variaciones de cada punto qj de la curva discreta deben respetar
A(qj)δqj = 0, con esta idea definimos el conjunto

∆◦d := {(qj, qj+1) ∈ Q×Q | q̇d ∈ C(A(qj)
T )}, (3.2)

esto es, en cada punto qj de la curva discreta {qj}Nj=0 consideramos el espacio fila de la matriz
A(qj), y lo denotamos por (∆◦d)qj .

3.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange discretas

generalizadas con restricciones no holonómicas

Sea Ld : Q2 × R2 → R el lagrangiano discreto en el contexto del principio variacional
de Herglotz, este lagrangiano es una aproximación consistente del lagrangiano continuo, a
diferencia del lagrangiano discreto del principio variacional clásico, donde el lagrangiano
discreto se define como una cuadratura de la acción en un intervalo de tiempo [tj, tj+1].
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Siguiendo de la teoŕıa del caso continuo, las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas
discretas deben cumplir

D1Ld(qj, qj+1, zj, zj+1) +D2Ld(qj−1, qj, zj−1, zj)
1 + hD3Ld(qj, qj+1, zj, zj+1)

1− hD4Ld(qj−1, qj, zj−1, zj)
∈ (∆◦d)qj ,

(qj, qj+1) ∈ ∆d.

(3.3)

Entonces, las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas discretas con restricciones no
holonómicas lineales en las velocidades son

D1Ld(qj, qj+1, zj, zj+1) +D2Ld(qj−1, qj, zj−1, zj)
1 + hD3Ld(qj, qj+1, zj, zj+1)

1− hD4Ld(qj−1, qj, zj−1, zj)
= λA(qj),

Ad(qj, qj+1) = 0,

(3.4)

las cuales corresponden a las ecuaciones de un integrador de contacto con restricciones no
holonómicas lineales en las velocidades.
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Caṕıtulo 4

Resultados

The sober, practical, matter-of-fact nineteenth century—which carries over into our
day—suspected all speculative and interpretative tendencies as “metaphysical” and
limited its programme to the pure description of natural events.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

En este caṕıtulo presentamos los resultados numéricos obtenidos con el integrador de
contacto con restricciones no holonómicas formulado en el Caṕıtulo 3.

El integrador propuesto es aplicado a dos sistemas mecánicos de interés. El primero es
el péndulo de Foucault con disipación de Rayleigh, explicado en el Ejemplo 11, el cual es
un sistema con restricciones afines a las velocidades. Modelamos este sistema mediante las
formulaciones de Lagrange-d’Alembert junto con el principio no holonómico y la formulación
de Herglotz con restricciones, obteniendo el correspondiente integrador de cada formulación.
El segundo es el disco rodante que cae, que corresponde a un sistema arquet́ıpico en el
contexto de sistemas no holonómicos con restricciones lineales en las velocidades. A este
sistema agregamos disipación de Rayleigh y fuerzas externas y lo modelamos mediante la
formulación del principio de Herglotz con restricciones para obtener su integrador.

Finalmente, los resultados numéricos correspondientes a los integradores de contacto para
cada sistema se contrastan contra otros integradores, tanto geométricos como de propósito
general.

4.1. Péndulo de Foucault

4.1.1. Descripción de Lagrange-d’Alembert

En este caso el lagrangiano se toma como siendo L(q, q̇, z) = K(q̇)− V (q), el cual, como
hemos visto en el Ejemplo 11, el lagrangiano del Péndulo de Foucault es resulta en

L(q, q̇) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
m
g

l

(
x2 + y2

)
, (4.1)
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también sujeta a la restricción no holonómica (2.47).
Para obtener el integrador en este caso utilizamos la ecuación (2.83) con una cuadratura

de orden lineal para el lagrangiano y la fuerza externa, mientras que la restricción discreta
se obtiene utilizando el mapa de discretización Ψ en la ecuación (2.47). Las ecuaciones
resultantes del integrador LA son

−xj+1 + 2xj − xj−1
h

− hg
l
xj − α(xj+1 − xj) + λ1

yj
m

= 0

−yj+1 + 2yj − yj−1
h

− hg
l
yj − α(yj+1 − yj)− λ1

xj
m

= 0

−yj
xj+1 − xj

h
+ xj

yj+1 − yj
h

+ Ω sin β(x2j + y2j ) = 0,

(4.2)

donde λ1 es un multiplicador de Lagrange.

4.1.2. Descripción de Herglotz

En este caso el lagrangiano se toma como L(q, q̇, z) = K(q̇) − V (q) − αz, el cual, como
hemos visto en el Ejemplo 12, resulta en

L(q, q̇, z) =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
m
g

l

(
x2 + y2

)
− αz, (4.3)

también sujeta a la restricción no holonómica (2.47).
Para obtener el integrador de contacto para este sistema utilizamos una aproximación de

orden lineal en las ecuaciones (3.4), espećıficamente,

zj+1 − zj = hL(xj, xj+1, zj, zj+1), (4.4)

entonces, el lagrangiano discreto para derivar un integrador de orden lineal (depende solo de
zj y no de zj+1) es

L(qj, qj+1, zj, zj+1) =
m

2

((
xj+1 − xj

h

)2

+

(
yj+1 − yj

h

)2
)

− mg

4l

(
xj2 + x2j+1 + y2j + y2j+1

)
− αzj.

(4.5)

Aplicando las ecuaciones del integrador de contacto (3.4) al lagrangiano discreto (4.5), y
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discretizando la restricción (2.47), obtenemos:

D1L(qj, qj+1, zj, zj+1) =

(
m

(
xj − xj+1

h2

)
− mg

2l
xj,m

(
yj − yj+1

h2

)
− mg

2l
yj

)
,

D2L(qj−1, qj, zj−1, zj) =

(
m

(
xj − xj−1

h2

)
− mg

2l
xj,m

(
yj − yj−1

h2

)
− mg

2l
yj

)
,

D3L(qj, qj+1, zj, zj+1) = −α,
D4L(qj−1, qj, zj−1, zj) = 0,

λcΦ
c = λ1(−yj, xj),

Φc
d(qj, qj+1) = −yj

(
xj+1 − xj

h

)
+ xj

(
yj+1 − yj

h

)
− ω3

(
x2j + y2j

)
= 0.

(4.6)

De esta manera, las ecuaciones resultantes del integrador son

−xj+1 + 2xj − xj−1
h2

− g

l
xj − α

(
xj − xj−1

h
− h

2

g

l
xj

)
= −λ1

yj
m

−yj+1 + 2yj − yj−1
h2

− g

l
yj − α

(
yj − yj−1

h
− h

2

g

l
yj

)
= λ1

xj
m

−yj
xj+1 − xj

h
+ xj

yj+1 − yj
h

+ Ω sin β(x2j + y2j ) = 0,

(4.7)

donde λ1 es un multiplicador de Lagrange.
Como se puede notar, la discretización de la restricción es la misma para los integradores

LA y de contacto con restricciones.
Los resultados de la comparación de ambos integradores se muestran en la Figuras 4.1 y

4.2, donde la solución de referencia fue obtenida mediante el método Runge-Kutta-Fehlberg
de orden 4, y en los cuales ponemos a prueba los integradores utilizando dos parámetros
de amortiguamiento α, para un péndulo de Foucault con la configuración del experimento
original de 1851 en el Observatorio de Paŕıs, donde m = 28 kg, l = 67 m, latitud β = 49◦.

Para las configuraciones de los integradores LA y de contacto con restricciones, el tamaño
de paso h = 0,1, oscilando por un tiempo de 3600 s.

Para las gráficas correspondientes a las funciones de enerǵıa y error de trayectoria se
utilizan los últimos 100 segundos de la integración, espećıficamente, el intervalo [3500 3600]
segundos. Esto, debido a que lo interesante en el contexto de los integradores geométricos es
ver qué ocurre después de mucho tiempo en la simulación.

4.1.3. Análisis de resultados

4.1.3.1. Experimento 1

En el primer caso, que se muestra en la Figura 4.1, la disipación es α = 1e − 3 y
ambos integradores muestran un comportamiento indistinguible en términos de disipación
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de enerǵıa y trayectoria de la masa del péndulo. Sin embargo, en este caso, el integrador
LA tiene un mejor comportamiento en términos del error de la trayectoria del péndulo con
respecto a la solución de referencia, donde este error se define como ‖qtj − qref (tj)‖2, siendo
qtj la aproximación producida por el integrador y qref (tj) la solución de referencia, ambas en
el tiempo tj.

4.1.3.2. Experimento 2

En el segundo caso, que se muestra en la Figura 4.2 de manera a modelar un péndulo
más realista con fricción por resistencia del aire, decrementamos el valor del parámetro de
disipación a α = 1e− 4 para una segunda simulación. En este caso el integrador LA muestra
un comportamiento anómalo, donde la enerǵıa del sistema disminuye espuriamente y el plano
de oscilación cambia de dirección de una manera discontinua en un momento dado, mientras
que el integrador de contacto, con los mismos parámetros no sufre de estas anomaĺıas, demos-
trando un buen comportamiento cualitativo, en términos de error de trayectoria y enerǵıa
con respecto a la solución de referencia.

4.2. Disco rodante que cae

El disco que rueda sin deslizarse es un sistema arquet́ıpico en el contexto de sistemas
no holonómicos [6, 41]. Consiste en un disco homogéneo que rueda sin deslizarse sobre una
superficie horizontal y en donde se considera que el disco puede caer sobre cualquiera de sus
costados. Para la derivación del lagrangiano se sigue la formulación propuesta por Paris y
Zhang [43]. El espacio de configuraciones del sistema es Q = R2 × SO(3) con coordenadas
generalizadas q = (X, Y, θ, φ, ψ), en donde SO(3) es el grupo de rotaciones 3D ortogonales
que preservan orientación. El par (X, Y ) indica la proyección del centro del disco sobre
el plano horizontal, y los ángulos θ, φ, ψ describen la posición angular del disco de manera
euleriana, en donde los ejes del disco son x, y, z, con y permaneciendo paralelo a la superficie,
como se muestra en la Figura 4.3.

En el contexto de Lagrange-d’Alembert, el lagrangiano para este sistema es L = T − V ,
donde T y V son la enerǵıa cinética y potencial, respectivamente. En este caso la enerǵıa
cinética es la translacional más la rotacional, entonces

T =
1

2
mv̂2 +

1

2
[IAω

2
x + IT (ω2

y + ω2
z)], (4.8)

donde v̂ es la velocidad del centro del disco, IA e IT son los momentos de inercia con respecto
al eje x y los ejes y y z, respectivamente y ωi es la velocidad angular con respecto al eje i.
En términos de las velocidades de los ángulos de Euler, tenemos las siguientes expresiones
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Figura 4.1: Experimento 1 del péndulo de Foucault, con condiciones iniciales q(0) =
(0, l/100), q̇(0) = (0, 0). Parámetro de disipación α = 1e− 3.
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Figura 4.2: Experimento 2 del péndulo de Foucault, con condiciones iniciales q(0) =
(0, l/100), q̇(0) = (0, 0). Parámetro de disipación α = 1e− 4.
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Figura 4.3: Disco rodante que cae y sus variables de estado.

para las velocidades angulares:

ωx = −ψ̇ + φ̇ sin θ,

ωy = −θ̇,
ωz = φ̇ cos θ.

(4.9)

Por otra parte, la enerǵıa potencial es

V = mgR cos θ. (4.10)

Entonces, el lagrangiano completo es

L = T (q̇)− V (q) =
1

2
m[Ẋ2 + Ẏ 2 +R2 sin2 θθ̇2]

+
1

2

[
IA

(
ψ̇ − φ̇ sin θ

)2
+ IT

(
θ̇2 + φ̇2 cos2 θ

)]
−mgR cos θ.

(4.11)

Las restricciones de no deslizamiento son

Ẋ = −R cos θ sinφθ̇ −R sin θ cosφφ̇+R cosφψ̇,

Ẏ = R cos θ cosφθ̇ −R sin θ sinφφ̇+R sinφψ̇.
(4.12)

4.2.1. Descripción de Herglotz

En el contexto del principio variacional de Herglotz, introducimos una disipación de
Rayleigh y fuerzas externas, por lo que el lagrangiano para el sistema es

L(t, q, q̇, z) = T (q̇)− V (q)− αz + F (t)q, (4.13)
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donde α es el parámetro de disipación y F son las fuerzas externas. Las restricciones son las
mismas que en el contexto del principio de Lagrange-d’Alembert (Ver ecuación 4.12).

El integrador de contacto con restricciones de orden 2 resultante para este sistema mecáni-
co consiste en un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales que se obtienen a partir de las
ecuaciones de Euler-Lagrange generalizado discreto (3.4) y el cual resolvemos utilizando el
método de Newton-Raphson modificado multivariado. En este caso, no escribimos el sistema
de ecuaciones discretas a causa de la extensión del mismo. De todas formas, para obtener
las ecuaciones discretas se puede seguir el mismo procedimiento que el que se encuentra en
la Subsección 4.1.2, pero en este caso utilizando el lagrangiano discreto del disco que cae.

A fin de probar el integrador propuesto, comparamos sus soluciones contra el integrador
ode15i de MATLAB, el cual es un integrador de orden variable para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales impĺıcitas. Las soluciones de referencia se obtuvieron también con el
método ode15i de MATLAB, pero con un tamaño de paso 10 veces más pequeño en relación
al tamaño de paso utilizado para el integrador propuesto.

Para todos los experimentos, los parámetros f́ısicos del sistema son: m = 5 kg, R = 0,5
m, IA = 1

2
mR2 kgm2, IT = 1

4
mR2 kgm2, g = 9,81 m/s2, y los parámetros numéricos, h = 0,1

y la tolerancia 1e − 6, tanto para el método de Newton-Raphson modificado multivariado
como para el método ode15i. Con estas configuraciones ejecutamos cuatro conjuntos de
experimentos que corresponden a ciertas condiciones iniciales del disco, y en cada conjunto
variamos el parámetro de disipación α. En cada caso, como las condiciones iniciales deben ser
consistentes, utilizamos la función decic de MATLAB, fijando los parámetros que indicamos
en la descripción de cada conjunto de experimentos.

4.2.2. Análisis de resultados

4.2.2.1. Experimento 1

El primer conjunto de experimentos consiste en el disco que comienza en posición vertical
y una fuerza Fψ = 1

2
N lo hace girar. La Figura 4.4 corresponde al sistema sin disipación,

la Figura 4.5 corresponde al sistema con disipación α = 0,005 y la Figura 4.6 al sistema con
disipación α = 0,1.

4.2.2.2. Experimento 2

El segundo conjunto de experimentos consiste en el disco que comienza en posición in-
clinada con ángulo inicial θ0 = π

36
rad y velocidad inicial de giro ψ̇0 = 2π. La Figura 4.7

corresponde al sistema sin disipación, la Figura 4.8 corresponde al sistema con disipación
α = 0,005 y la Figura 4.9 al sistema con disipación α = 0,1. En el caso con α = 0,1 se
puede observar que el integrador ode15i falla en la integración en t ≈ 10,9 s, mientras que el
integrador de contacto consigue integrar el sistema durante todo el tiempo establecido.
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Figura 4.4: Experimento 1.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 0, 0, 0), q̇(0) = (0, 0, 0, 0, 0). Disipación α = 0 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 1/2).
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Figura 4.5: Experimento 1.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 0, 0, 0), q̇(0) = (0, 0, 0, 0, 0). Disipación α = 0,005 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 1/2).
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Figura 4.6: Experimento 1.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 0, 0, 0), q̇(0) = (0, 0, 0, 0, 0). Disipación α = 0,1 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 1/2).
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Figura 4.7: Experimento 2.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, π/36, 0, 0), q̇(0) = (π, 0, 0, 0, 2π). Disipación α = 0 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 0).
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Figura 4.8: Experimento 2.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, π/36, 0, 0), q̇(0) = (π, 0, 0, 0, 2π). Disipación α = 0,005 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 0).
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Figura 4.9: Experimento 2.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, π/36, 0, 0), q̇(0) = (π, 0, 0, 0, 2π). Disipación α = 0,1 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 0).
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Figura 4.10: Experimento 3.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 0, 0, 0), q̇(0) = (π/2, 0, 0, 0, π). Disipación α = 0 y F (t) = (0, 0, 0, t/16, t/16).

4.2.2.3. Experimento 3

El tercer conjunto de experimentos consiste en el disco que comienza en posición vertical
y velocidad inicial de giro ψ̇0 = π. Adicionalmente se introducen dos fuerzas F φ = t

16
N y

Fψ = t
16

N, de cambio de dirección y de giro, respectivamente. La Figura 4.7 corresponde
al sistema sin disipación, la Figura 4.8 corresponde al sistema con disipación α = 0,005 y la
Figura 4.9 al sistema con disipación α = 0,1.
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Figura 4.11: Experimento 3.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 0, 0, 0), q̇(0) = (π/2, 0, 0, 0, π). Disipación α = 0,005 y F (t) = (0, 0, 0, t/16, t/16).
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Figura 4.12: Experimento 3.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 0, 0, 0), q̇(0) = (π/2, 0, 0, 0, π). Disipación α = 0,1 y F (t) = (0, 0, 0, t/16, t/16).
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Figura 4.13: Experimento 4.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 20π/180, 0, 0), q̇(0) = (π/2, 0, 0,−3π/10, ψ̇0), con ψ̇0 = ((IT − IA − mR2) sin(θ0)φ̇

2
0 −

mgR)/((IA +mR2) tan(θ0)φ̇0). Disipación α = 0 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 0).

4.2.2.4. Experimento 4

El cuarto conjunto de experimentos consiste en el disco que se mueve de forma estable en
un camino circular. Este movimiento es posible si su ángulo de inclinación θ = θ0, velocidad
de precesión φ̇ = φ̇0 y velocidad de giro ψ̇ = ψ̇0 son constantes y satisfacen,

(IT − IA −mR2) sin(θ0)φ̇
2
0 − (IA +mR2) tan(θ0)φ̇0ψ̇0 −mgR = 0. (4.14)

La Figura 4.7 corresponde al sistema sin disipación, la Figura 4.8 corresponde al sistema con
disipación α = 0,005 y la Figura 4.9 al sistema con disipación α = 0,1.
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Figura 4.14: Experimento 4.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 20π/180, 0, 0), q̇(0) = (π/2, 0, 0,−3π/10, ψ̇0), con ψ̇0 = ((IT − IA − mR2) sin(θ0)φ̇

2
0 −

mgR)/((IA +mR2) tan(θ0)φ̇0). Disipación α = 0,005 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 0).
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Figura 4.15: Experimento 4.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales q(0) =
(0, 0, 20π/180, 0, 0), q̇(0) = (π/2, 0, 0,−3π/10, ψ̇0), con ψ̇0 = ((IT − IA − mR2) sin(θ0)φ̇

2
0 −

mgR)/((IA +mR2) tan(θ0)φ̇0). Disipación α = 0,1 y F (t) = (0, 0, 0, 0, 0).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

However, philosophical trends float back and forth and the last word is never spoken.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

El integrador de contacto con restricciones no holonómicas propuesto muestra un ade-
cuado comportamiento cualitativo para los sistemas simulados, tanto de primer orden como
segundo orden de precisión. Adicionalmente, el integrador propuesto funciona en casos donde
el integrador ode15i, no puede continuar con la integración. Este resultado ocurre en el con-
texto de la simulación del disco rodante que cae para ciertas condiciones iniciales y fuerzas
externas.

Sin embargo, los tiempos de ejecución para el integrador de contacto con restricciones no
holonómicas fueron considerablemente superiores a los tiempos de ejecución del integrador
ode15i. Esto se debe, pero no se limita a, las siguientes razones. Por un lado, la implemen-
tación de la rutina ode15i es propia de MATLAB y por tanto se encuentra optimizada para
esta plataforma. Por otra parte, la implementación del integrador de contacto propuesto rea-
liza llamadas a una implementación particular del método de Newton-Raphson modificado
multivariado para resolver el sistema de ecuaciones correspondiente a cada iteración de este
integrador.

Considerando la diferencia en tiempos de ejecución, uno de los principales motivos para
utilizar el integrador de contacto propuesto por sobre integradores tradicionales como ode15i
consiste en el caso de integrar un sistema mecánico por largo tiempo. Esto, para conservar
las caracteŕısticas del sistema mecánico a través del tiempo, que es una propiedad de los
integradores geométricos en general, y en vista a lo que puede ocurrir con integradores
tradicionales, como el fallo de ode15i en el caso particular del disco que cae. Con relación al
fallo del integrador, notemos que no ocurre ninguno en la integración del péndulo de Foucault
con disipación de Rayleigh, que consiste en un sistema mecánico más simple que el disco
rodante que cae. Por tanto, una posible causa de que el integrador ode15i no pueda continuar
con la integración es la mayor complejidad del sistema del disco rodante, en contraste a otros
sistemas de ecuaciones diferenciales en general, y en particular a sistemas mecánicos más
simples, como el trineo de Chaplygin o el péndulo de Foucault.
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A pesar de que el integrador de contacto no holonómico propuesto se obtuvo a partir
de la discretización de la formulación continua del principio variacional de Herglotz con res-
tricciones cuya correctitud está establecida, hace falta un análisis formal de error para este
integrador, debido a que incorpora las restricciones discretas a diferencia de la discretiza-
ción del principio de Herglotz sin restricciones. En base a estas consideraciones, apuntamos
algunas ĺıneas para trabajos futuros:

Análisis de error para el integrador de contacto con restricciones no holonómicas pro-
puesto. Entre los posibles análisis se indican el de preservación de la función de enerǵıa
y preservación del mapa de momento no holonómico, entre otros análisis encontrados
en la literatura para integradores no holonómicos.

Backward error analysis (BEA) en clases de sistemas no holonómicos para los cua-
les este análisis puede ser aplicado. El BEA es una herramienta para el estudio del
comportamiento a largo plazo de integradores numéricos, el cual es la herramienta de
elección en el caso holonómico, debido a que su teoŕıa es para sistemas integrables de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Por otra parte, este análisis no es en general apli-
cable al caso no holonómico por la no integrabilidad que lo caracteriza. Sin embargo,
existen sistemas no holonómicos para los cuales el BEA puede ser aplicado, como los
sistemas no holonómicamente acoplados, que se muestran en Modin y Verdier [41].

Aplicación del integrador de contacto con restricciones no holonómicas a otros sistemas
no holonómicos relevantes. Adicionalmente, considerando fuerzas de control.
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[30] Joseph Louis Lagrange. Analytical Mechanics. Trad. por Auguste Boissonnade y Victor
N. Vagliente. Springer Science & Business Media, B.V., 1997.



BIBLIOGRAFÍA 70
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Apéndice A

Integradores numéricos

Consideremos un problema de valor inicial (PVI) dado como

dy

dt
= f(t, y), (A.1)

donde la función y(t) es denominada solución de la ecuación (A.1), y cuyo valor en el tiempo
t = a está definido por y(a). Resolver la ecuación (A.1) significa justamente encontrar la
función y(t) que satisfaga la ecuación

ẏ = f(t, y) en a < t ≤ b y condición inicial y(a) = ya. (A.2)

A continuación veremos que para resolver numéricamente este tipo de problemas—es
decir, integrarlo numéricamente—requeriremos que dicho problema esté bien definido. Para
ello, revisamos algunas definiciones.

Definición A.0.1. Una función f(t, y) se dice que satisface la condición de Lipschitz en la
variable y sobre un conjunto D ⊂ R2 si existe una constante L > 0 tal que se cumple

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|, (A.3)

para (t, y1) y (t, y2) en D. La constante L se denomina constante de Lipschitz para f .

Definición A.0.2. Sea f una función definida en un conjunto X ⊂ R y x0 ∈ X. Entonces
f es continua en x0 si

ĺım
x→x0

f(x) = f(x0). (A.4)

La función f es continua en todo el conjunto X si lo es en todos los puntos de X.

Teorema 5. Considere D = {(t, y) | a ≤ t ≤ b, −∞ < y < ∞} y que f(t, y) es continua
en D. Si f satisface la condición de Lipschitz sobre D en la variable y, entonces el PVI

dy

dt
= f(t, y), a ≤ t ≤ b, y(a) = α, (A.5)

tiene una única solución y(t) para a ≤ t ≤ b.
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Un integrador numérico para aproximar la solución del PVI (A.1) es una función Φh(y)
que produce valores

y0, y1, y2, . . . ,

donde yi ≈ y(ti), para ti ∈ [a, b]. Es decir, los yi se aproximan a los valores de la función
solución del problema (A.1).

Como el trabajo de los integradores numéricos es aproximar la solución real, necesitamos
garantizar que pequeñas perturbaciones en la definición del problema y pequeños cambios
en la especificación del valor inicial solo tengan como consecuencia pequeños cambios en
la aproximación de la solución. Es decir, que el error de la aproximación con respecto a la
solución real corresponda al error cometido en la definición del problema y las mediciones
obtenidas para especificar un valor inicial.

Entonces, para la derivación de integradores numéricos necesitamos algunas definiciones
y enunciados sobre la definición de un PVI dado.

Definición A.0.3. El problema (A.1) se denomina PVI bien definido si:

Existe una única solución y(t), y

Existen constantes ε0 > 0 y k > 0 tal que para cualquier ε, con 0 < ε < ε0, y una
función δ(t) continua con |δ(t)| < ε para todo t ∈ [a, b], y δ0 cumpliendo |δ0| < ε, el
problema de valor inicial

ż = f(t, z) + δ(t), a ≤ t ≤ b, z(a) = α + δ0, (A.6)

tiene una única solución z(t) que satisface

|z(t)− y(t)| < kε para todo t ∈ [a, b]. (A.7)

El problema descrito por la ecuación (A.6) se denomina problema perturbado asociado al
PVI (A.1), en donde se asume la posibilidad de que errores sean introducidos a la definición
de la ecuación diferencial y también un error δ0 en la condición inicial [7].

Resolver un problema perturbado es concerniente a los esquemas numéricos ya que se
busca que el comportamiento cualitativo de la solución no se vea afectado por la adición o
cambios de términos de menor orden o por pequeños cambios en los coeficientes, que ocurre
con la representación en precisión finita y por truncamiento [45].

Teorema 6. Suponga f ∈ Cn[a, b], es decir f es derivable n veces en el intervalo [a, b] y con
derivada continua, además f (n+1) existe en [a, b], y x0 ∈ [a, b]. Para cada x ∈ [a, b], existe un
número ξ(x) entre x0 y x con

f(x) = Pn(x) +Rn(x), (A.8)
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donde

Pn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

=
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

y

Rn(x) =
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

(A.9)

Pn(x) se llama polinomio de Taylor para f alrededor de x0 y Rn(x) se llama término de
residuo (o error por truncamiento) asociado a Pn(x). La serie infinita se obtiene tomando el
ĺımite de Pn(x) con n → ∞ y se llama serie de Taylor para f alrededor de x0. El error por
truncamiento en el polinomio de Taylor se refiere al error producido al utilizar una sumatoria
truncada para aproximar la sumatoria de la serie infinita [7].

A.0.1. Derivación de un integrador numérico

Uno de los esquemas numéricos de derivación más directa es el método de Euler, que
para el efecto utiliza el teorema de Taylor [7].

Suponga que se busca resolver el problema (A.1) y que este está bien definido, en el
sentido de la Definición A.0.3. Primeramente establecemos una partición del intervalo [a, b]
seleccionando un número natural N y estableciendo

ti := a+ ih, para i = 0, 1, . . . , N, (A.10)

donde h := ti+i − ti = (b− a)/N se llama tamaño de paso.
Como el problema está bien definido, tenemos una única solución y(t), la cual suponemos

que es derivable dos veces en [a, b] con derivadas continuas, entonces para i = 0, 1, . . . , N ,
por el Teorema 6 existe un ξ(ti+1) ∈ (ti, ti+1) tal que se cumple

y(ti+1) = y(ti) + (ti+1 − ti)y′(ti) +
(ti+1 − ti)2

2!
y′′(ξ(ti+1)), (A.11)

utilizando la definición de tamaño de paso h y la ecuación diferencial del problema (A.1),

y(ti+1) = y(ti) + hf(ti, yi) +
h2

2
y′′(ξ(ti+1)). (A.12)

El método de Euler establece aproximaciones yi+1 para i = 0, 1, . . . , N − 1 eliminando el
término de residuo de la ecuación (A.12), por lo que el método resultante es

y0 = α,

yi+1 = yi + hf(ti, yi), para i = 0, 1, . . . , N − 1.
(A.13)
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Los métodos numéricos que solo requieren de los valores de un paso anterior ti, yi para
aproximar yi+1 se denominan métodos de un paso.

Uno de los criterios para medir la precisión de un esquema numérico consiste en medir la
diferencia entre la aproximación dada por el esquema y la solución de la ecuación diferencial
en el paso que está siendo aproximado [7]. En otras palabras, se mide cuánto falla la solución
del problema de valor inicial en satisfacer el método de diferencias que se usa para obtener
las aproximaciones. Esta diferencia se conoce como error por truncamiento local.

Definición A.0.4. El método de diferencias

y0 = α

yi+1 = yi + hφ(ti, yi), i = 0, 1, . . . , N − 1,
(A.14)

tiene error por truncamiento local

τi+1(h) =
y(ti+1)− (y(ti) + hφ(ti, y(ti)))

h

=
y(ti+1)− y(ti)

h
− φ(ti, y(ti)), i = 0, 1, . . . , N − 1,

(A.15)

para ti, ti+1 ∈ [a, b].

Nótese que este error es local ya que mide la precisión del método en el paso espećıfico
para obtener yi+1 asumiendo que el valor dado por el esquema en el paso anterior fue exacto.

Por ejemplo, el método de Euler expĺıcito tiene error por truncamiento local en el paso
de i a i+ 1,

τi+1(h) =
y(ti+1)− y(ti)

h
− f(ti, y(ti))

=
y(ti+1)− y(ti)− hy′(ti)

h

=
h

2
y′′(ξ(ti+1)), i = 0, 1, . . . , N − 1.

(A.16)

Definición A.0.5. Un método de diferencias de un paso con error por truncamiento τi(h)
en el paso i se denomina consistente con la ecuación diferencial que aproxima si

ĺım
h→0

máx
1≤i≤N

|τi(h)| = 0. (A.17)

Definición A.0.6. Un método de diferencias de un paso se denomina convergente con
respecto a la ecuación diferencial que aproxima si

ĺım
h→0

máx
1≤i≤N

|yi − y(ti)| = 0, (A.18)

donde y(ti) denota el valor exacto de la solución de la ecuación diferencial e yi es la aproxi-
mación obtenida por el método de diferencias en el paso i.
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Definición A.0.7. Considere un método de diferencias de un paso de la forma

y0 = α,

yi+1 = yi + hφ(ti, yi, h),
(A.19)

que aproxime la solución del PVI (A.1). Este método se denomina estable si existe un
número h0 > 0 tal que φ(t, y, h) es continua y satisface la condición de Lipschitz en la
variable y con constante de Lipschitz L en el conjunto

D = {(t, y, h) | a ≤ t ≤ b,−∞ < y <∞, 0 ≤ h ≤ h0}. (A.20)

La estabilidad de un esquema numérico es algo análogo al concepto de buena definición de
un PVI, se busca determinar si pequeños cambios en las condiciones iniciales para el método
numérico producen correspondientes pequeños cambios en aproximaciones subsecuentes [7].

Teorema 7. Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer. Un esquema de diferencias
finitas consistente para una ecuación diferencial parcial para el cual el problema del valor
inicial está bien definido es convergente si y solo si es estable [45].
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Apéndice B

Equivalencia de perspectivas del
Espacio Tangente

En este apéndice ofrecemos, para comodidad del lector, una prueba del Teorema 1, que
da una equivalencia entre dos perspectivas del concepto de espacio tangente. Además, como
ingrediente de la propia prueba, introducimos una forma estándar de obtener una base de
dicho espacio, concepto que fue utilizado en la discusión del fibrado tangente. Todo lo que
discutiremos aqúı es contenido estándar de cualquier texto sobre variedades diferenciables,
como los trabajos de Lee [32], Warner [50] y Tu [47], los cuales el lector puede consultar si
desea profundizar en estos temas.

La estrategia consiste en establecer primero ciertas propiedades del espacio Dp(M), y
finalmente establecer una biyección de este espacio con el espacio Vp(M).

Proposición 2. Una derivación D ∈ Dp(M) satisface

1. Para cualquier función constante c, D(c) = 0.

2. Para dos funciones f, g ∈ C∞(M) que coinciden en un entorno de p, se tiene

D(f) = D(g).

Además, existe un isomorfismo Rn → Dp(Rn) dado por v 7→ Dv, donde Dv : C∞(Rn) → R
está dado por la derivada direccional, es decir,

Dv(f) = ∂v(f)(p).

Demostración. En efecto

1. Primero, para c = 1, observamos que

D(1) = D(1 · 1) = D(1) +D(1) = 2D(1) =⇒ D(1) = 0.

Ahora, para un c arbitrario, notamos que D(c) = cD(1) = 0.
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2. Notemos que por linealidad basta mostrar que si h ∈ C∞(M) es tal que se anula en un
entorno W de p, entonces D(h) = 0. Para ello, sea η : M → R una función diferenciable
tal que es distinta de cero solo en un entorno abierto W ′ de p tal que su clausura, W ′,
es subconjunto de W . De esa forma, tenemos que hη ≡ 0, y por lo tanto

0 = D(hη) = D(h)η(p) + h(p)D(η) = D(h)η(p) =⇒ D(h) = 0.

Para probar la afirmación final, primero notemos que dado v ∈ Rn, el mapa

Dv : C∞(Rn)→ R; f 7→ ∂v(f)(p),

es efectivamente una derivación en p, pues la derivada direccional es lineal y satisface la regla
de Leibniz. Observemos entonces que la asignación v 7→ Dv es lineal, pues

D(au+bv)(f) = ∂(au+bv)f(p) = a∂uf(p) + b∂vf(p) = (aDu + bDv)(f),

y siendo f arbitrario, concluimos la linealidad.
Mostremos que el mapa v 7→ Dv es inyectivo. En efecto, si Dv es el mapa nulo, entonces

para cualquier función f : Rn → R tendremos

0 = ∂v(f)(p) = Jf (p)(v),

siendo Jf (p) la matriz jacobiana de f . Como la igualdad es válida para cualquier f , conclui-
mos que v = 0.

Finalmente, debemos mostrar que el mapa v 7→ Dv es sobreyectivo. Para ello, sea D un
elemento arbitrario de Dp(Rn), y f : Rn → R una función diferenciable cualquiera. Por el
Teorema de Taylor con resto, tenemos, en algún entorno de p:

f(x) = f(p) +
∑
i

(xi − pi)gi(x),

para ciertas funciones diferenciables gi(x) tales que gi(p) = ∂f
∂xi

(p).
Aplicando D a ambos miembros de esta igualdad, y usando el resultado del ı́tem 1),

obtenemos

Df =
∑
i

Dxigi(p) =
∑
i

Dxi
∂f

∂xi
(p).

Por otro lado, observamos que tomando v =
∑

iDx
iei, siendo ei el i-ésimo vector canónico

de Rn, obtenemos

Dv(f) = ∂vf(p) =
∑
i

Dxi
∂f

∂xi
(p),

en donde en la segunda igualdad utilizamos el hecho de que la derivada direccional de f en
dirección v es el producto escalar del gradiente de f con v. Como f es arbitrario concluimos
que Dv = D, lo que concluye la prueba.
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Dadas dos variedades diferenciables,M yN , consideremos un mapa diferenciable F : M →
N , esto es, un mapa tal que ψ ◦ F ◦ ϕ−1 es diferenciable para cualesquiera cartas ϕ y ψ de
M y N , respectivamente, que permitan la composición indicada. El diferencial de F en un
punto p ∈M se define como el mapa lineal

dF |p : Dp(M)→ DF (p)(N);D 7→ dF |p(D) tal que dF |p(D)(f) = D(f ◦ F ),

para cualquier f ∈ C∞(N).
Tanto el hecho de que dF |p(D) es una derivación en F (p) de C∞(N), como el hecho de

que dFp es lineal, siguen del hecho que D es una derivación (y por lo tanto lineal).
Una de las propiedades importantes del diferencial es que obedece la regla de la cadena.

Precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3. Sean F : M → N y G : N → P mapas diferenciables entre variedades.
Dados p ∈M y q = F (p) ∈ N , vale la igualdad

d(G ◦ F )|p = dG|q ◦ dF |p.

Demostración. Observemos antes que nada que el mapa G ◦ F es diferenciable. La validez
de la regla de la cadena es una consecuencia directa de la definición, en efecto:

[dG|q ◦ dF |p](D)(f) = dG|q(dF |p(D))(f) = dF |p(D)(f ◦G)

= D(f ◦G ◦ F ) = d(G ◦ F )|p(D)(f).
(B.1)

Como f ∈ C∞(P ) y D ∈ Dp(M) son arbitrarios, se concluye la igualdad afirmada.

Un corolario importante de la regla de la cadena es que el diferencial de un difeomorfismo
es un isomorfismo de espacios vectoriales. Concretamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4. Sea F : M → N un difeomorfismo (biyección diferenciable con inversa
G : N →M diferenciable). Entonces, para cualquier p ∈M , el mapa

dF |p : Dp(M)→ DF (p)(N),

es un isomorfismo lineal.

Demostración. En efecto, observemos primero que el diferencial del mapa identidad es el
mapa identidad, esto es, si I : M → M es la identidad, entonces dIp : Dp(M) → Dp(M) es
la identidad. Con esa observación, notamos ahora que, gracias a la regla de la cadena, valen

Ip = d(G ◦ F )|p = dG|F (p) ◦ dF |p
IF (p) = d(F ◦G)|F (p) = dF |p ◦ dG|F (p).

(B.2)

Estas dos igualdades implican que los mapas lineales dF |p y dG|F (p) son inversas una de la
otra. En particular, dF |p es un isomorfismo lineal.
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Un caso particular importante de la Proposición 4 es que las cartas en una variedad
diferenciable M establecen, mediante su diferencial, un isomorfismo entre los espacios Dp(M)
y Rn. Pero antes necesitamos establecer el carácter local del espacio Dp(M), esto es, que sólo
depende de un entorno del punto p, como lo muestra el siguiente resultado.

Proposición 5. Sea M una variedad diferenciable y U ⊂ M un abierto. Dado p ∈ U , los
espacios vectoriales Dp(U) y Dp(M) son isomorfos.

Demostración. La idea esencialmente consiste en notar que las funciones f ∈ C∞(M) pueden
restringirse a funciones f |U ∈ C∞(U), y que las funciones g ∈ C∞(U) pueden extenderse a
funciones g̃ ∈ C∞(M), y observar que las derivaciones tienen carácter local, como lo muestra
el ı́tem 2) de la Proposición 2. Pasemos a los detalles.

Sea ι : U →M el mapa de inclusión. El objetivo es establecer que su diferencial dι|p : Dp(U)→
Dp(M) es un isomorfismo, para cualquier p ∈ U .

Para probar inyectividad, considere un elemento DU ∈ Dp(U) tal que dιp(DU) = 0. Esto
significa que para cualquier f ∈ C∞(M), se tiene

dι|p(DU)(f) = 0.

Sea entonces g ∈ C∞(U), y consideremos una extensión g̃ ∈ C∞(M). Notemos que la
extensión cumple g̃ ◦ ι = g̃|U = g, y por lo tanto

DU(g) = DU(g̃ ◦ ι) = dι|p(DU)(g̃) = 0.

Como g ∈ C∞(U) es arbitrario, concluimos que DU = 0.
Para probar sobreyectividad, sea D ∈ Dp(M). Consideremos el mapa DU : C∞(U) → R

dado por
DU(g) = D(g̃),

siendo g̃ ∈ C∞(M) una extensión de g (i.e., g = g̃◦ι). Si ĝ fuese otra extensión de g, notamos
que ĝ y g̃ coinciden en un entorno de p, y por lo tanto D(g̃) = D(ĝ), según el ı́tem 2) de la
Proposición 2. Aśı, el mapa DU está bien definido. Además, es simple ver que de hecho es una
derivación de C∞(U). Afirmamos que dι|p(DU) = D. En efecto, dado cualquier f ∈ C∞(M),
tenemos:

dι|p(DU)(f) = DU(f ◦ ι) = D(f),

pues f es una extensión de f ◦ ι. Esto concluye la demostración.

Ahora tenemos todas las herramientas para concluir que Dp(M) es isomorfo a Rn. Con-
cretamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 6. Dada una variedad diferenciable M de dimensión n, para cada p ∈ M ,
Dp(M) es un espacio vectorial de dimensión n. Más aún, si ϕ = (x1, x2, . . . , xn) es una carta
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centrada en p (i.e., ϕ(p) = 0), y {ei}, con i = 1, . . . , n es la base canónica de Rn, entonces
el conjunto {

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

:= d(ϕ−1)|0ei
}
,

es una base de Dp(M).

Demostración. Recordemos que ϕ : U → V es un difeomorfismo sobre su imagen V = ϕ(U),
y por lo tanto, según la Proposición 4, dϕ|p : Dp(U) → D0(V ) es un isomorfismo. Por otro
lado, según la Proposición 5, Dp(U) es isomorfo a Dp(M), y D0(V ) es isomorfo a D0(Rn), el
cual es finalmente isomorfo a Rn, de acuerdo con la Proposición 2.

Usando estas identificaciones, podemos considerar el isomorfismo dϕ|p : Dp(M) → Rn,
cuya inversa es d(ϕ−1)|0. Como los isomorfismos lineales transforman bases en bases, con-
cluimos que el conjunto {

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

:= d(ϕ−1)|0ei
}
,

es una base de Dp(M), como queŕıamos.

Finamente, definamos un mapa Vp(M)→ Dp(M), mediante

[γ] 7→ Dγ; tal que Dγ(f) = (f ◦ γ)′(0).

Antes que nada, observemos que la condición β ∼ γ es precisamente que β(0) = γ(0) = p
y (f ◦ β)′(0) = (f ◦ γ)′(0), para cualquier f ∈ C∞(M). Esto garantiza que el mapa [γ] 7→ Dγ

está bien definido. Además, Dγ es una derivación en p de C∞(M), pues es claramente lineal,
y además

Dγ(fg) = [(fg) ◦ γ]′(0) = [(f ◦ γ)(g ◦ γ)]′(0)

= (f ◦ γ)′(0)g(p) + f(p)(g ◦ γ)′(0)

= Dγ(f)g(p) + f(p)Dγ(g).

(B.3)

El mapa [γ] 7→ Dγ es ciertamente inyectivo, pues [γ] 6= [β] implica que

Dγ(f) = (f ◦ γ)′(0) 6= (f ◦ β)′(0) = Dβ(f),

para alguna función f ∈ C∞(M), y por lo tanto Dγ 6= Dβ.
Para concluir sobreyectividad, sea D ∈ Dp(M), y ϕ = (x1, . . . , xn) : U → Rn una carta

centrada en p. Entonces podemos escribir D =
∑

i ai
∂
∂xi

∣∣
p
, para algunos escalares ai. Consi-

deremos el vector v =
∑

i aiei ∈ Rn, y sea α(t) = tv. Definamos entonces γ(t) = ϕ−1(α(t)).
Afirmamos que Dγ = D. Para ello, observemos primero que γ : (−ε, ε) → U ⊂ M con
γ(0) = p implica dγ|0 : D0(R) ∼ R → Dp(M). Aqúı, el isomorfismo D0(R) ∼ R se realiza
mediante el mapa dado en la Proposición 2, esto es, e1 7→ ∂t. Aśı, tenemos

(dγ|0(e1))(f) = e1(f ◦ β) = (f ◦ β)′(0).
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Por tanto, obtenemos
Dγ(f) = (f ◦ γ)′(0) = (dγ|0(e1))(f).

Por otro lado, γ = ϕ−1 ◦ α, y la regla de la cadena nos da dγ|0(e1) = d(ϕ−1)|0(dα|0(e1)).
Notemos que, bajo el isomorfismo v 7→ ∂v, de la Proposición 2, tenemos dα|0(e1) = α′(0) = v,
y por lo tanto

Dγ(f) = (dγ|0(e1))(f) = (d(ϕ)−1|0)(v))(f) =

(∑
i

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
(f) = D(f).

Aśı, Dγ = D, como afirmamos.
De esta forma, al tener una biyección entre Vp(M) y Dp(M), podemos trasladar toda la

estructura de espacio vectorial de dimensión finita desde Dp(M) para Vp(M), o bien usar
los objetos geométricos de Vp(M) para interpretar los objetos algebraicos de Dp(M). La
śıntesis de toda esta discusión, es identificar estos conjuntos, y denotarlos de forma unificada
mediante TpM , al cual llamamos el espacio tangente a M en p.
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