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Resumen

Propuesta de Integrador Geométrico para Sistemas Mecanicos No Conservativos y No
Holonémicos

por
Elias Maciel
Master en Ciencias de la Computacion
Universidad Nacional de Asuncién, San Lorenzo
Profesor Christian E. Schaerer, Chair

Profesor Inocencio Ortiz, Co-chair

Este trabajo presenta un integrador para el problema de la integracién temporal de sistemas
mecanicos conservativos y no conservativos, sujetos a restricciones no holonémicas, las cuales
se expresan como funciones lineales o afines en las velocidades. La construccion del integrador
propuesto se basa en la discretizaciéon de la formulacién continua del principio variacional
de Herglotz con restricciones. Esta discretizacion corresponde a las ecuaciones de Fuler-
Lagrange generalizadas discretas junto con una discretizacién compatible de las ecuaciones
de restriccion. La compatibilidad para la discretizacion se logra mediante la utilizacién del
mismo mapa de discretizacién tanto para el lagrangiano del sistema como para las ecuaciones
de restriccion. La eleccion de este integrador variacional para la resolucion del problema
planteado se basa en el buen comportamiento cualitativo y cuantitativo que caracteriza a los
integradores geométricos para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en contraste
a integradores tradicionales de propdsito general para integraciones de tiempo largo. Los
resultados numéricos muestran un adecuado comportamiento cualitativo para el integrador
propuesto y su capacidad de continuar con la integraciéon del sistema para ciertas situaciones
donde integradores de propdsito general no pueden continuar inclusive provistos de una malla
mas fina.
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Parte 1

Fundamentos



Capitulo 1

Introduccion

Although it is tacitly agreed nowadays that scientific treatises should avoid philosophical
discussions, in the case of the variational principles of mechanics an exception to the
rule may be tolerated, [...].

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

Los integradores geométricos son una clase de métodos numéricos cuyo enfoque principal
consiste en considerar la geometria continua subyacente en sistemas de ecuaciones diferen-
ciales en la configuracién discreta para obtener los correspondientes integradores [51, 19, 13,
40]. En este trabajo centramos el estudio de dichos integradores aplicados al contexto de
sistemas mecanicos, es decir, los sistemas dinamicos que se buscan resolver numéricamente
corresponden a las ecuaciones de movimiento de sistemas mecanicos.

Para la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales generales se cuenta con un gran
conjunto de métodos de proposito general, en donde el enfoque principal para su formulacién
consiste en discretizar las ecuaciones diferenciales y garantizar su convergencia a la solucién
con herramientas de analisis numérico, sin tener en cuenta el origen o las caracteristicas de
dichas ecuaciones [3, 45, 7]. Este enfoque corresponde a integradores, tanto de obtencién
sencilla como los de Euler (explicito e implicito), o integradores més sofisticados y madu-
ros como los basados en Runge-Kutta de alto orden. Sin embargo, estos integradores de
propédsito general, como no necesariamente son compatibles con la geometria continua de las
ecuaciones diferenciales, pueden no resultar ser apropiados para simular sistemas mecénicos,
ya que tipicamente introducen artefactos numeéricos espurios en la integracién, como por
ejemplo, amortiguamiento numérico o la introduccién de fuerzas que incrementan la energia
del sistema de manera espuria [34, 19, 44].

En contrapartida, los integradores geométricos son métodos competentes para la simu-
lacién de sistemas mecanicos. Precisamente, la compatibilidad de estos integradores con la
geometria continua subyacente de las ecuaciones diferenciales se traduce en la preservacion
de ciertas simetrias e invariantes que caracterizan al sistema mecéanico, produciendo integra-
ciones de excelente comportamiento cualitativo [51, 13].
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Ademas, en el contexto de integradores geométricos aplicados a sistemas mecanicos, existe
una manera sistematica de obtener dichos esquemas numéricos. Estos corresponden a los
integradores variacionales, que se basan en modelar un sistema mecanico discreto mediante
la discretizaciéon de los principios de la formulacion variacional de la mecanica, como el
principio de Hamilton y el principio de Lagrange-d’Alembert, los cuales utilizan calculo
variacional como principal herramienta para obtener las ecuaciones de movimiento. Esto es,
los integradores variacionales son discretizaciones de principios variacionales, sin considerar
la discretizacién de las ecuaciones de movimiento [51, 9, 48].

En este punto es necesario mencionar que las ecuaciones continuas de movimiento resul-
tantes de la aplicacién de los principios variacionales son tipicamente las mismas que aquellas
obtenidas por las leyes de balance de Newton-Euler [6]. Son el enfoque y las herramientas
para obtener dichas ecuaciones de movimiento las diferencias fundamentales entre la for-
mulacién newtoniana y la formulacion variacional, ambos de la mecanica clésica, siendo la
formulacion variacional de la cual se basan los integradores mostrados en este trabajo. A este
respecto, los integradores tradicionales se basan en discretizar las ecuaciones de movimiento
especificas del sistema, expresadas por la formulacién Newton-Euler, mientras que, como los
integradores variacionales se basan en la discretizacién de principios variacionales, para estos
esquemas no es necesaria la obtencién de las ecuaciones del movimiento.

Sin embargo, la aplicacion de los principios variacionales de la mecanica se dan en contex-
tos bien especificos. Por ejemplo, dependiendo de las condiciones de movimiento impuestas a
un sistema mecanico en su idealizacién matematica puede resultar en que un cierto principio
variacional no pueda ser aplicable para obtener las ecuaciones de movimiento natural del
sistema idealizado [6, 35, 18].

Por una parte, se debe considerar si el sistema mecanico estudiado conserva su energia en
el tiempo, es decir, si es conservativo; o si se encuentra sujeto a fuerzas externas no conser-
vativas. En el primer caso, la aplicacion del principio de Hamilton resulta en las ecuaciones
correctas de movimiento; mientras que en el segundo caso, el principio de Hamilton no con-
sidera las fuerzas no conservativas, y es el principio de Lagrange-d’Alembert el que resulta
apropiado para dichos sistemas [51, 6].

Por otra parte, para la aplicacion de principios variacionales también se debe considerar
si el sistema estudiado tiene restricciones de movimiento que se escriben como funcién solo
de las coordenadas, denominadas restricciones holonémicas; o si las restricciones se escriben
ademas como funcién sobre las velocidades del sistema, denominadas restricciones no ho-
lonémicas. Cuando las restricciones son holonémicas, la aplicacién de principios puramente
variacionales resulta en las ecuaciones correctas del movimiento; mientras que su aplicacion
a sistemas con restricciones no holonémicas, resulta en ecuaciones que no corresponden al
movimiento natural de estos sistemas [21, 42, 6]. Un ejemplo arquetipico de un sistema no
holonémico consiste en el cuerpo que esta restringido a moverse sobre una superficie sin
deslizarse, en donde la condicién de no deslizamiento se expresa como funcién lineal sobre
las velocidades del sistema. En este caso, la aplicaciéon del principio de Hamilton, que es
puramente variacional, no resulta en las ecuaciones que corresponden al movimiento natu-
ral de este sistema [21]. Mientras que, a este tipo de sistema, es aplicable el principio de
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Lagrange-d’Alembert junto con el principio no holonémico [6].

Teniendo en cuenta estas consideraciones, mostramos los integradores que se aplican a
diferentes tipos de sistemas mecanicos. Ademas, como contribucién principal de este traba-
jo, desarrollamos un integrador geométrico basado en la descripcién continua del principio
de Herglotz con restricciones, para el tipo de sistemas con restricciones no holonémicas, y
sometidos a fuerzas no conservativas, las cuales pueden consistir en fuerzas disipativas o de
control.

1.1. Historia y literatura

En esta seccion describimos la historia de los trabajos relevantes a esta tesis. El siguiente
texto no pretende ser una esquematizacion criteriosa, sino una descripcién aproximadamente
temporal de las siguientes contribuciones.

La formulacion variacional de la mecanica comenzé con los trabajos de Euler y Lagrange
[30], v a esta formulacién fue agregada el principio de d’Alembert para incluir el caso de
sistemas con fuerzas no conservativas [31, 46].

Las primeras discusiones sobre las diferencias entre las aplicaciones de principios variacio-
nales a sistemas mecanicos holonémicos y no holonémicos se encuentran en los trabajos de
Hertz [21], Korteweg [28] y Chaplygin [8], entre otros. Tratamientos mas modernos sobre es-
tos tipos de sistemas y sus correspondientes formulaciones variacionales se pueden encontrar
en los trabajos de Neimark y Fufaev [42] y Arnold [2]. Para un correspondiente tratamiento
geométrico de estos sistemas se referencian los trabajos de Abraham y Marsden [1], Marsden
[36], Bloch y Crouch [5, 4] y Cortés, de Leén, de Diego y Martinez [10].

Por otra parte, Herglotz [20] generalizé el principio de Hamilton, estableciendo un prin-
cipio formulado en términos de una ecuacion diferencial en lugar de una ecuacién integral
(17, 16, 48].

El enfoque de la discretizacion de la formulacién variacional para obtener integradores
es estandar en la aplicacién a problemas elipticos de EDPs [51, 22], y luego este enfoque
fue aplicado a sistemas mecanicos, siendo algunos de los principales trabajos de esta linea
los de Kane, Marsden, Ortiz y West [25], Marsden y West [38], y West [51], en el contexto
del principio variacional de Hamilton. Mientras que un trabajo que trata la aplicacion de
integradores geométricos para EDOs generales es el escrito por Hairer, Lubich y Wanner
[19].

El desarrollo del integrador no holonémico basado en la discretizacién del principio de
Lagrange-d’Alembert se presenté en Cortes y Martinez [9] y junto a este, otros integradores
para sistemas no holonémicos, presentados en los trabajos de McLachlan y Perlmutter [39],
Kobilarov y Sukhatme [27], Kobilarov, Crane y Desbrun [26] y Ferraro, Jiménez y de Diego
[15].

El integrador basado en el principio de Herglotz, denominado de contacto, fue desarro-
llado en el trabajo de Vermeeren, Bravetti y Seri [49], el cual no contempla restricciones no
holonémicas. Por otra parte, en el trabajo de de Leén, Jiménez y Valcazar [33] desarrollaron
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la descripcion continua del principio variacional de Herglotz con restricciones no holonémi-
cas lineales en las velocidades, sin embargo, su trabajo no abarcé la discretizacién de dicha
descripcion continua para obtener un integrador.

1.2. Objetivos de la tesis

= Investigar sobre integradores geométricos para sistemas mecénicos.

= Obtener un integrador para el problema de la integracién temporal de sistemas mecani-
cos no conservativos, no holonémicos.

» Contrastar el integrador obtenido contra otros integradores encontrados en la literatu-
ra.

1.3. Contribuciones de la tesis

» Un integrador geométrico de contacto con restricciones no holonémicas para sistemas
mecanicos sometidos a fuerzas no conservativas. Este integrador estda basado en la
discretizacion de la formulacion variacional continua del principio de Herglotz con
restricciones, desarrollado por de Leén, Jiménez y Valcdzar [33].

= Aplicacién del integrador de contacto propuesto en su version de primer orden al sis-
tema del péndulo de Foucault con disipacion de Rayleigh, y su correspondiente formu-
lacién en términos de mecanica geométrica discreta.

= Aplicacién del integrador de contacto propuesto en su version de segundo orden al disco
rodante que cae, sometido a fuerzas no conservativas, junto con su correspondiente
formulacion en términos de mecénica geométrica discreta.

= Comparacién de las ecuaciones discretas de movimiento resultantes de la discretizacién
de los principios variacionales clasicos de Hamilton y Lagrange-d’Alembert con los
resultantes del principio variacional de Herglotz con y sin restricciones.

» Comparacién en términos cualitativos del integrador de contacto propuesto contra es-
quemas numéricos tradicionales utilizados para la integracion en el tiempo de sistemas
de ecuaciones diferenciales generales.

1.4. Esquema de la tesis

Este trabajo esta dividido en dos partes principales. La primera parte abarca la teoria
desarrollada en la literatura con relacion a integradores en tiempo para sistemas de ecuaciones
diferenciales generales y luego en particular para sistemas mecanicos.
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= La formulacién tedrica de integradores de tiempo para sistemas dinamicos, junto con
los principios variacionales correspondientes a mecanica geométrica en sus versiones
continua y discreta, se tratan en el Capitulo 2.

En la segunda parte se desarrollan las contribuciones de este trabajo, en base a la teoria
presentada en la primera parte.

» La formulacién del integrador geométrico de contacto con restricciones no holonémicas
se trata en el Capitulo 3.

= Los resultados numéricos obtenidos a partir del integrador de contacto propuesto y los
métodos tradicionales contra los cuales se realizan las comparaciones cualitativas se
muestran en el Capitulo 4.

= Las ideas generales con relacién a los integradores geométricos para sistemas mecanicos,
la implementacién y los resultados obtenidos por el integrador de contacto propuesto
y lineas de trabajo futuro se discuten y concluyen en el Capitulo 5.



Capitulo 2

Fundamento Teorico

Indeed, the idea of enlarging reality by including “tentative” possibilities and then
selecting one of these by the condition that it minimizes a certain quantity, seems to
bring a purpose to the flow of natural events.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

El propdsito de este capitulo consiste en establecer las nociones basicas necesarias pa-
ra obtener los integradores geométricos aplicados a sistemas mecanicos. En particular, se
desarrollan las herramientas utilizadas en mecanica geométrica.

Primeramente, se definen los objetos geométricos donde se describen la dinamica de los
sistemas mecédnicos. A continuacién, se presentan los principios variacionales aplicados a
cada tipo de sistema mecénico, los cuales hacen uso de los objetos geométricos descritos en
la primera parte para su formulacion. Finalmente, se muestra el mecanismo para la obtencion
de integradores geométricos para su aplicacion a sistemas mecanicos y como estos se obtienen
a partir de la discretizacién de los principios variacionales de la mecanica.

2.1. Mecanica geométrica y Principios variacionales

La mecanica geométrica consiste en la descripcién de la mecanica en el lenguaje de la
geometria diferencial. Por otro lado, los principios variacionales han permitido una concep-
cién alternativa (y a veces mas fundamental) de la fisica en general, y en particular de la
mecanica. En esta seccién daremos una breve introduccién a las herramientas matematicas
necesarias para entender estos formalismos. El lector interesado en un tratamiento mas pro-
fundo de estos temas puede consultar los trabajos de Bloch [6], Lanczos, [31] y Marsden [37]
y las referencias que se encuentran en los mismos.

2.1.1. Espacio de configuraciones: Variedades

En mecéanica analitica, la configuracion de un sistema mecanico se especifica mediante
coordenadas generalizadas, que se pueden interpretar como el minimo nimero de coorde-
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Figura 2.1: Cartas coordenadas en una variedad.

nadas requeridas para describir la configuracién de un sistema y tipicamente se denotan
por ¢!, ..., q" [52]. El conjunto de todos los valores que pueden tomar las coordenadas ge-
neralizadas, denotada por @), se conoce como espacio de configuraciones. Resulta que este
conjunto por lo general no es un espacio vectorial, pero localmente luce como un espacio eu-
clidiano R™ [6, 47, 32]. Para hacer precisa dicha idea, necesitamos el concepto de variedades
diferenciables. Este concepto se define a seguir.

Definicién 2.1.1. (Bloch y col. [6], Definition 2.2.1). Una variedad diferenciable M
de dimension n es un conjunto de puntos junto con un conjunto finito o infinito numerable
de subconjuntos U, C M y mapas ¢o: U, — R"™ inyectivos tales que:

1. U, Us =M.

2. Para cada interseccion no vacia U, N Ug, el conjunto ¢,(U, NUg) es un subconjunto
abierto de R", y el mapa ¢, o 9051: 03Uy NUg) = pa(Us NUp) es un difeomorfismo
de clase C™ (infinitas veces diferenciable con inversa infinitas veces diferenciable).

3. La familia {U,, po} es maximal con respecto a las condiciones 1 y 2.

Dado un subconjunto U C M y un mapa ¢: U — R", tales que U y ¢ estan en la familia
{Uas ¢at, €l par (U, p) se denomina carta coordenada, y particularmente ¢ se denomina
funcion coordenada. Los subconjuntos U, pueden ser pensados como “parches” que cubren
la variedad y las funciones ¢, nos permiten tratar dichos parches como subconjuntos de R".
Esta idea se ilustra en la Figura 2.1.
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Con respecto a la condiciéon 3 de la Definicién 2.1.1, la familia {U,, ¢,} es maximal
si no estd propiamente contenida en ninguna otra familia {Ugs, pg}. Una familia de cartas
coordenadas {U,, v, } que cumple las condiciones 1y 2, se denomina un atlas en M. Puede
demostrarse que dado un atlas, existe un unico atlas maximal que lo contiene [47]. De esta
forma, en la préctica no es necesario exhibir un atlas maximal, sino apenas un atlas [32,
Prop. 1.17].

Si @ es el espacio de estados de un sistema mecanico, un punto ¢ € () especifica una
determinada configuracién del mismo, y las coordenadas generalizadas (q',...,q") pueden
interpretarse como p(q) = (¢!, ..., ¢"), para alguna carta (U, ¢) en torno de gq.

Ejemplo 1. (Espacio euclidiano R™). R™ es una variedad diferenciable, en donde un
posible atlas consiste en una tnica carta (R™, I) que cubre toda la variedad, donde I es el
mapa de identidad. A esta estructura se la denomina estructura suave estandar de R™ y a la
funcién coordenada, coordenadas estdndar. A

Ejemplo 2. (Esfera S?). Considere la esfera unitaria S? en R?, la cual se construye con el

conjunto de puntos z = (x!, 22, 23) a distancia 1 del origen (0,0, 0), especificamente,

S? = {z € R ||z, = 1}.

Sea R? el plano en R? definido por 23 = 0, denotamos N = (0,0,1) y S = (0,0, —1) a los polos
norte y sur de la esfera, respectivamente. La proyeccion estereogrdfica on: S* \ {N} — R?
desde el polo norte se define por el mapa

(z!, 2%)

=T

andlogamente, la proyeccién estereografica og: S? \ {S} — R? desde el polo sur se define
como
(z!, %)

1423

05(.213) =

nétese que se cumple oy (—z) = —og(z).

Dadas las cartas (S* \ {N},on) y (S*\ {S},05) se logra cubrir la esfera y cumplir con
la condicién 1 de la Definicién 2.1.1. Ademads, por la definicién de la funcién oy se puede
probar que cualquier punto u € R? es imagen de un punto z € S\ {N}, y la misma idea se
aplica a g, por lo que son biyecciones. De esta forma

on((S*\{N}) N (S \ {S})) = as((S* \ {NV}) N (S*\ {S})) = R*\ {(0,0)}.

Finalmente, dado u = (u', u?) € R?\{(0,0)}, el mapa ogooy': on((S\{N})N(S\{S})) —
os((S\{N}) N (S\{5})) es
WiEet )" 2y

(s 003)0) = =l

el cual es C™ en R?\ {(0,0)}. JAN

2u', 2, ||ul3 — 1) u
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Ejemplo 3. (Toro T? = S' x S'). Sean Mj,..., M}, variedades diferenciables con dimen-
siones nq, . .., ng, respectivamente. Resulta que el producto cartesiano M; X ... x M} es una
variedad diferenciable de dimension ny + - -+ + ny con cartas (Uy X -+ X Uy, 1 X -+ X @),
cuyas funciones coordenadas cumplen

(1 X - X ) 0 (1 X -+ X ) Th = (hro@r ) X - X (Y 0 0 ),

y conforman un mapa C*°.
Entonces para obtener un atlas en T?, es suficiente definir un atlas para el circulo unitario
S' = {z € R?;||z||2 = 1} y tomar su producto cartesiano. Sea x = (z',2?) € S, se definen
los conjuntos
Ur={zreshz'>0} y U ={zeS2' <0},

para cubrir los hemisferios oriental y occidental, y
Uf ={zeSh2*>0} vy U, ={zreS2? <0},

para cubrir los hemisferios norte y sur del circulo, respectivamente. Las funciones coordenadas
¢ U — B! se definen como

Soit($) = (0712) y gp%(l’) = ($170)a

donde B' = {z € R%||z|ls < 1} es la bola abierta de radio 1. De esta forma, tenemos
cuatro cartas coordenadas que cubren la totalidad de S'. Evaluando el mapa composicién

03 0 (7)1 o (U UUY) — ¢o(UF U US) resulta

(75 0 (1)) = o (Y1 lelBa®) = (/1= Ielg0))

y se tiene una evaluacién similar para la composicién ¢ o (¢3)~!. La compuesta

e o)t =po(pf) =1,

donde I es el mapa identidad. Asi, todas las composiciones de funciones coordenadas son de
clase C*. A

Ejemplo de espacio de configuracién como variedad diferenciable. Consideremos
el sistema del péndulo doble, el cual se compone de dos masas puntuales que se mueven en
un plano y se encuentran unidas por varillas rigidas sin masa, como se muestra en la Figura
2.2, y cuya configuracién estd parametrizada por las coordenadas generalizadas ¢! vy ¢?. Esto
es, la posicion del punto P en el espacio queda completamente determinada por los valores
(q¢', ¢*) que son los dngulos que las varillas de los péndulos forman con respecto a las lineas
verticales para el primer y segundo péndulo, respectivamente.

Como (q', ¢*) son dngulos, el valor de cada uno se especifica naturalmente en el circulo
unitario S'. Resulta entonces que para el péndulo doble el espacio de configuraciones es el
toro Q@ = S! x S!. La estructura geométrica del toro se muestra en la Figura 2.3.
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Figura 2.2: El péndulo doble y sus variables de configuracion.

Figura 2.3: Un toro, denominado T? en topologia, es el resultado del producto cartesiano de
dos circunferencias, S' x S*.

2.1.2. Espacio de estados: Fibrado tangente

A fin de estudiar la dindmica de un sistema, esto es, su evolucién en el tiempo, necesi-
tamos conocer sus velocidades ademas de sus posiciones. Dado un sistema con espacio de
configuraciones () y una configuracién inicial gy € @, la evolucién de dicho sistema puede
describirse mediante una curva

q: [to,ty] = Qst— q(t),

tal que q(to) = qo- A la derivada de ¢ respecto de t, usualmente denotada como ¢(t), se
la conoce como wvelocidad generalizada, y al par (q(t),G(t)) como el estado del sistema en el
instante t. Notemos que el estado (¢(t), ¢(t)) depende del estado inicial (g, 4o), y de la ley que
gobierna la evolucién del sistema, usualmente descrita mediante una ecuacién diferencial.

El espacio de estados es el conjunto de todos los estados posibles de un sistema. Veremos
ahora que el espacio de estados de un sistema mecéanico con espacio de configuraciones @)
también admite una descripcién en términos de una variedad diferenciable, naturalmente
asociada a la variedad Q.

Para comprender mejor la naturaleza de este objeto conviene introducir un par de con-
ceptos previos.
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Definicién 2.1.2. Dada una variedad diferenciable M, un mapa f: M — R™ es diferen-
ciable si para cualquier carta (U,p) de M el mapa fo o~ t: p(U) — R™ es diferenciable.
Andlogamente, un mapa g: W C R™ — M es diferenciable si para cualquier carta (U, ) de
M cuyo dominio intersecta g(W), el mapa o g: g~ (U N g(W)) — R™ es diferenciable.

Observacion 1. Notemos que con esta definicién, las funciones coordenadas de un atlas en M
son autométicamente difeomorfismos sobre sus imédgenes (esto es, diferenciables con inversas
diferenciables).

Al conjunto de todas las funciones f: M — R diferenciables lo denotaremos como
C>®(M). Notemos que este conjunto es un dlgebra sobre los reales, es decir, es un espa-
cio vectorial real con un producto

(f,9) = fg,

compatible con la estructura de espacio vectorial, en el sentido de que valen las igualdades

(f+9)h=fh+gh
(af)(Bg) = aB(f9g),

para cualesquiera f,g,h € C*°(M)y «, € R.

Definicién 2.1.3 (Vector tangente: Punto de vista algebraico). Dada una variedad
diferenciable M y un punto p € M, un vector tangente a M en p es una derivacion en p del
dlgebra C*°(M), esto es, un mapa lineal

D,: C*(M)—=R
que satisface la regla de Leibniz

Dy(fg) = Dyp(f)g(p) + f(p)Dy(9),

para todo f,g € C°(M). Al conjunto de todos los vectores tangentes a M lo denotaremos
mediante D, M .

Con esta definicién es facil observar que el conjunto D, M es un espacio vectorial, aunque
no queda nada claro su relacion con las velocidades generalizadas de un sistema mecénico.
Para subsanar dicha situacién, daremos otro punto de vista del mismo objeto.

Definicién 2.1.4 (Vector tangente: Punto de vista geométrico). Dos curvas diferen-
ciables t — c1(t) y t — co(t) en una variedad M son equivalentes en p € M si

ca(0)=c0)=p y (foc)(0)=(foc)(0), (2.2)

para cualquier f € C*(M), donde la prima indica la derivada con respecto al pardmetro t.
Notemos que esto define una relacion de equivalencia en el conjunto de curvas diferenciables
t— c(t) € M que pasan por p ent = 0. Dado p € M, un vector tangente a M en p es una
clase de equivalencia de curvas dada por la relacion de equivalencia anterior. El conjunto de
todos los vectores tangentes a M en p se denota mediante V, M.
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Figura 2.4: Espacio tangente a una variedad M en un punto p.

Con esta definicién es intuitivo asociar los vectores tangentes con las velocidades gene-
ralizadas de un sistema mecédnico (ver Figura 2.4.), pero el hecho de que el conjunto V,M
admite una estructura de espacio vectorial no es aparente en absoluto. El siguiente resultado
estandar establece que ambas definiciones son equivalentes, y nos dice ademas que dicho
espacio vectorial es isomorfo a R™. Para comodidad del lector, la prueba se encuentra en el
Apéndice B.

Teorema 1. Dada una variedad diferenciable M de dimension n, existe una biyeccion entre
los conjuntos DM y V,M. Denotaremos ambos mediante T,M, y lo llamaremos espactio
tangente a M en p. Ademds T,M es isomorfo a R™.

Consideremos ahora un sistema mecénico con espacio de configuraciones () que evoluciona
segun la curva q: [to,t¢] — Q. Para cada valor del pardmetro ¢, el estado del sistema queda
definido mediante (¢(t), ¢(t)), donde ¢(t) puede interpretarse como un elemento del espacio
tangente T},;)(Q). Si bien todos los espacios tangentes T, son isomorfos a R" es 1til para la
formulacion geométrica de la mecanica no identificar los diferentes espacios tangentes. De tal
forma, resulta conveniente introducir otro concepto geométrico, a saber, el fibrado tangente

de Q.

Definicién 2.1.5 (Fibrado tangente Definicién/Teorema). Dada una variedad dife-
renciable M, consideremos el conjunto

T™ = | |T,M,

peEM

union disjunta de todos los espacios tangentes a M. Este conjunto admite una estructura de
variedad diferenciable, y se conoce como el fibrado tangente de M.

Probar que este conjunto admite una estructura de variedad diferenciable conlleva cierta
tecnicalidad que no es apropiada en este punto. El lector interesado puede encontrar todos los
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detalles en cualquier texto introductorio sobre variedades diferenciables, como por ejemplo
(32, 47, 50).

Lo importante para nuestro estudio de la mecanica es notar que cualquier atlas en M
induce de forma natural un atlas en T'M. Para ver eso, primero notemos que un elemento
cualquiera de TM es de la forma (p,v), con p € M y v € T,M, y que existe una proyeccién
natural 7: TM — M dado por 7(p,v) = p.

Sea (U, ) una carta en M y p € U, entonces, si ¢ = (21,22, ..., T,), Una base para 1, M
es dada por {021y, ...,0x,|,}, (ver Apéndice B) donde

O, = (90;)_1‘%
siendo e; el i-ésimo elemento de la base canénica de R™.
De esta forma, dado cualquier punto (p,v) € 7~ (U) C TM, podemos escribir

v = Z Ui(p>axi|pa

para ciertas funciones v': U — R. Como esta descripcién es valida para cualquier punto en
7~ Y(U) C TM, obtenemos un mapa ¢: 7 *(U) — R** dado por

95(]7, U) = (Qo(p% Ul(p)v ce ,Un(p))‘

La familia (771 (U,), ¢.) asi obtenida a partir de un atlas (Uy, ¢,) de M, constituye un atlas
para T'M.

De esta forma, dado un sistema mecanico cuyo espacio de configuraciones se modela
mediante una variedad @), su espacio de estados puede modelarse como el fibrado tangente

TQ.

2.1.3. Restricciones: Subvariedades

La propia construccion de un sistema mecanico y su correspondiente idealizaciéon ma-
tematica implica determinar las maneras en que dicho sistema puede moverse. Cuando se
establecen condiciones de movimiento, se dice que se imponen restricciones sobre el sistema.

Desde el punto de vista de la mecanica geométrica, las restricciones se interpretan como
subconjuntos de un espacio ambiente que podria ser el espacio de configuraciones si no hubiese
restricciones. Por ejemplo, si al péndulo doble lo liberamos de las restricciones, obtenemos
un par de masas puntuales que pueden moverse libre e independientemente en un plano, y
tiene a R* como espacio de configuraciones. Al colocar las restricciones, vimos que el espacio
de configuraciones del péndulo doble es S* x S!, que es un subconjunto de R*.

Esta idea se generaliza para subconjuntos de cualquier variedad diferenciable, y de esa
forma el concepto geométrico necesario para estudiar las restricciones mecanicas es el de las
subvariedades, que introducimos formalmente a continuacion.
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Definicién 2.1.6 (Subvariedad Regular). Dada una variedad diferenciable M de dimen-
sion n, un subconjunto N C M es una subvariedad regular de dimension k < n si para cada
punto p € N existe una carta (U, ) de M en torno de p tal que N NU queda definida por
las ecuaciones Tyy1 = Tpyg = -+ = T, = 0, siendo ¢ = (1,2, ..., T,).

Conviene observar que existen otras nociones de subvariedades, como por ejemplo las sub-
variedades inmersas [32], que no consideraremos en este trabajo. Una propiedad importante
de las subvariedades regulares N C M es que pueden verse en si mismas como variedades
diferenciables cuyo atlas maximal se obtiene simplemente intersectando el atlas maximal
de M con N. Esto permite muchas veces omitir el hecho de que N es un subconjunto, y
en su lugar tratarlo de forma intrinseca. El hecho de que N sea en si mismo una variedad
diferenciable nos permite hablar de su espacio tangente en cada uno de sus puntos, y de su
fibrado tangente. En particular, dado p € N tenemos que 7, N es un subespacio vectorial
del espacio T),M.

Supongamos ahora que un sistema mecanico sin restricciones tiene un espacio de configu-
raciones Q, y una vez que se imponen ciertas restricciones al mismo, pasa a tener un espacio
de configuraciones () modelado como una subvariedad de Q

Dada una configuracién dependiente del tiempo ¢(t) € @, en principio el sistema puede
tener un estado (g(t), §(t)), donde §(t) € Ty»@ C Ty @- Dependiendo de si las restricciones
permiten o no que todo el espacio tangente Tj ;)@ esté disponible para la velocidad genera-
lizada ¢(t) podemos dividir las mismas en dos grandes categorias, que pasaremos a discutir
a continuacion.

2.1.3.1. Restricciones holonémicas

Aquellas condiciones de movimiento que imponen restricciones sobre las posibles posicio-
nes geométricas de las partes individuales del sistema se denominan restricciones geométricas
[42], y en el contexto de la Mecédnica de Lagrange se denominan holonémicas. Como este
tipo de restricciones expresan la relacién geométrica entre las coordenadas del sistema se
pueden escribir como funcién de dichas coordenadas.

Sean ¢',...,¢" las coordenadas (no necesariamente generalizadas) del sistema, una res-
triccién holonomica puede escribirse como
1 ny __
fla,....q") =0. (2.3)

Ejemplo 4. Considere de nuevo el péndulo doble, pero esta vez visto en R? como se muestra
en la Figura 2.5. Si establecemos coordenadas cartesianas para determinar la posicién del
punto P = (x,¥2), las masas de los péndulos deben satisfacer las condiciones

Ty~ =0,

2.4
(1’2—551)24‘(?/2—%)2—1% =0, (24)

en donde ambas restricciones se expresan de la forma (2.3) y por tanto se tratan de restric-
ciones holonémicas.
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(1,71)

P = (932792)

Figura 2.5: Péndulo doble en R2.

Notese la diferencia entre las parametrizaciones que ya hemos visto para el péndulo
doble. Por una parte tomando coordenadas generalizadas, como se indica en la Figura 2.2,
dos dngulos ¢' v ¢? son suficientes para determinar la configuracién de este sistema y el
espacio de configuraciones es Q = S! x S!, donde ¢' y ¢* no estan restringidos para tomar
cualquier valor en S*.

Por otra parte, estudiando el movimiento del péndulo doble en el plano cartesiano, nece-
sitamos cuatro coordenadas (z1,¥y1) v (72, ¥y2) para determinar su configuracién y el espacio
de configuraciones es un subconjunto de R*, en donde las dos restricciones holonémicas con-
dicionan que cada coordenada xi, ¥, T, y2 no pueda tomar cualquier valor en R de forma
independiente a los valores de las demas. A

Un sistema que solo presenta restricciones holonémicas se denomina holénomo u ho-
lonémico. Si un sistema holonémico tiene n coordenadas, entre las cuales existen k ecua-
ciones de restriccion, entonces k de las coordenadas se pueden expresar como funciones de
las n — k restantes. De esta forma estas n — k coordenadas elegidas de forma arbitraria de-
terminan completamente la configuracion del sistema, y pueden, en omisién a las restantes
coordenadas, ser consideradas como coordenadas libres del sistema [21].

En términos geométricos, las restricciones holonémicas se pueden entender de la siguiente
manera. Sea () la variedad de configuracién de un sistema sin restriccién alguna, las restric-
ciones holonémicas reducen la variedad de configuracion del sistema a una subvariedad @) de
Q, y dada una configuracién ¢ € @), todo el espacio tangente T,() estd disponible para las
posibles velocidades del sistema.

Un ejemplo simple para visualizar la situacién arriba mencionada, es la de un punto
material que se mueve en R3. Si no hay restricciones, su espacio de configuracién serfa todo
R3. Si restringimos al punto a moverse manteniendo una distancia constante de un punto
fijo especificado, su espacio de configuraciones pasa a ser la esfera. Como en cada punto
de la esfera la particula puede tener cualquier velocidad dentro del plano tangente a la
esfera en dicho punto, estamos ante una restricciéon holonémica. En este caso, al menos en
principio, podria omitirse el ambiente R? y estudiar la dindmica de la particula considerando
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unicamente su espacio de configuraciones (la esfera) y su espacio de estados (el fibrado
tangente de la esfera).

2.1.3.2. Restricciones no holondmicas

No todos los tipos de restricciones sobre un sistema se pueden expresar como condiciones
geométricas sobre sus coordenadas. Cuando las restricciones se expresan condicionando los
movimientos cinematicamente posibles del sistema, es decir, condicionando los valores de
sus velocidades ademés de sus coordenadas, tales restricciones se denominan cinemaéticas, y
Hertz las denominé no holonémicas en el contexto del estudio del movimiento de cuerpos
rigidos restringidos a rodar sin deslizarse sobre un plano [42, 31, 21].

Sean (q',...,q") y (¢',...,q¢") las coordenadas y las velocidades del sistema, respectiva-
mente, una restriccion no holonémica es una relacion de la forma
f(q17 A 7qn7 q17 cet 7q.n) = 07 (2'5)

donde es imposible eliminar las velocidades en la expresién a fin de obtener una relacién que
involucre solo a las coordenadas de configuracién. A este tipo de restricciones también se
la denomina no integrable, ya que las restricciones involucran relaciones diferenciales de las
coordenadas de configuracién que no pueden integrarse para obtener una relacion tinicamente
entre las coordenadas de configuracion.

Un caso particular importante de restricciones no holonémicas son aquellas que presentan
una dependencia lineal o afin en las velocidades. Especificamente, la dependencia afin en las
velocidades se expresa de la forma

n

S (@l (@)d +(q") =0, j=1,...m<n, (2.6)

o de forma mas concisa, usando notaciéon matricial, como
A(q)q +b(g) =0,

siendo el caso lineal cuando el término b(q) es idénticamente nulo. En este trabajo acotamos
el estudio de los sistemas no holonémicos a aquellos cuyas restricciones se pueden expresar
con la forma de la ecuacién (2.6).

Ejemplo 5. Un arquetipo de sistema no holonémico consiste en una esfera que se mueve
sobre una superficie horizontal dspera de forma que la misma no puede deslizarse sobre la
superficie y tampoco puede levantarse de la misma.

Si una esfera pudiese moverse libremente en el espacio R3 se necesitarian seis coordenadas,
T, Y, 2, ¢, 0 y 1, para determinar su configuracién. Aqui generalmente se toma (z,y, z) € R3
como las coordenadas del centro de masa de la esfera, y (¢,6,) son los dngulos de Euler,
que sirven para determinar la orientacién de la esfera respecto de un sistema de referencia
inercial.



CAPITULO 2. FUNDAMENTO TEORICO 18

Figura 2.6: La esfera que rueda sin deslizarse y sus variables de configuracion.

En el caso del ejemplo considerado, como la esfera permanece en un plano, la altura de
su centro permanece constante, podemos parametrizar su posicién con las coordenadas del
punto de contacto con el plano (z,y) y los dngulos (¢,0,1). Dadas las trayectorias z e y
como funciones del tiempo, la condicién de no deslizamiento determina de forma tunica la
posicién de la esfera para un tiempo ¢ dado.

Sin embargo, los valores de ¢, 6 y 1) no pueden expresarse en términos de x e y, como seria
si las restricciones de movimiento fuesen holonémicas. Considere que la esfera comienza a
rodar, desde un cierto punto inicial y configuracion fijos, y rueda por dos diferentes caminos
llegando al mismo punto final de contacto, resulta que las dos orientaciones finales son
diferentes y por este motivo estos angulos eulerianos no son tnicos para x e y dados. Entonces,
para este sistema, las condiciones de movimiento no estan dadas inicamente en términos de
las coordenadas, sino que se expresan también mediante las velocidades.

Especificamente, sea la esfera con radio a y w € R? su velocidad angular con respecto
a los ejes inerciales {eq, ey, e3}, con e; y ey fijos en el plano sobre el cual rueda la esfera, y
es perpendicular al mismo, como se muestra en la Figura 2.6. Entonces las ecuaciones de
restriccion se escriben

aeyw+ i =0,

aelw — 1 = 0.

(2.7)

A

En términos geométricos, las restricciones no holonémicas reducen el espacio tangente
a la variedad en cada punto a un subconjunto definido en términos de las funciones de
restriccién. Precisamente, sea Q la variedad de configuracion de un sistema sin restriccion
alguna, las restricciones no holonémicas reducen la variedad de configuracién del sistema
a una subvariedad Q de @, donde dada una configuracion g € @, el conjunto de todas las
posibles velocidades que el sistema puede tomar en g es un subconjunto propio de 7,(), esto
es, no todo el espacio tangente T,() esta disponible para las velocidades generalizadas. En
particular, en este trabajo estudiamos sistemas no holonémicos cuyas restricciones se pueden
escribir en la forma de la ecuacién (2.6), esto implica que en cada punto g € @, las posibles
velocidades ¢ del sistema se encuentran en un subespacio propio (que puede ser afin) de 7,Q).



CAPITULO 2. FUNDAMENTO TEORICO 19

En un sentido estricto, las restricciones no holonémicas son todas aquellas que no se
pueden escribir como la ecuacion (2.3) [6, 18, 29]. Pero generalmente y por motivos histéricos
se llaman sistemas no holonémicos a aquellos con funciones de restriccién en las velocidades,
de la forma (2.5) [21].

Diferenciar sistemas holonémicos y no holonémicos es esencial para determinar si una
formulacién variacional es aplicable a un sistema dado, como veremos en 2.1.4.

2.1.4. Principios Variacionales

La mecéanica analitica consiste en traducir el mundo fisico a relaciones expresadas en
términos de cédlculo diferencial e integral. Como Lagrange indica en su trabajo seminal en
esta area, Mécanique Analitique, “Los métodos que presento no requieren construcciones
geométricas o mecanicas, sino solamente operaciones algebraicas sometidas a un procedi-
miento regular y uniforme” [30].

En este contexto, existen un conjunto de principios que emplean herramientas del calculo
variacional para proveer de un mecanismo por el cual se obtienen las ecuaciones de movi-
miento para un sistema mecéanico. Cada uno de estos principios se aplica dependiendo de las
caracteristicas del sistema considerado.

Para el caso de sistemas holonémicos conservativos, los cuales se describen en la Subsec-
cién 2.1.3.1, las ecuaciones de movimiento se obtienen del principio de Hamilton.

2.1.4.1. Formulacién de Lagrange y el Principio de Hamilton

Dado un sistema mecanico conservativo cuyo espacio de configuraciones es (), la formula-
cién lagrangiana de la mecanica establece que la dindmica de dicho sistema queda codificada
en una funcién L: T'() — R llamada lagrangiano, que tipicamente tiene la forma

donde K y V son las energias cinética y potencial del sistema, respectivamente.’

En este contexto, la trayectoria del sistema entre dos configuraciones determinadas q,, g, €
() se obtiene mediante el principio de Hamilton. Méas precisamente, dados los puntos q,, ¢, €
Q, sea C*([a, b], Q) el conjunto de todas las curvas suaves ¢: [a,b] — @ con extremos en los
puntos q, y ¢, se define la funcional de accién S: C*([a,b], Q) — R mediante

S(a(t)) = / Lig(t), 4(1)) dt. 28)

El principio de Hamilton, que es el resultado principal de la dindmica de Lagrange, establece
que la trayectoria real del sistema es la curva la curva ¢(t) que extremiza (minimiza o
maximiza) la funcional de accién (2.8).

! Para sistemas como una particula en un campo magnético, el lagrangiano no es simplemente la energia
cinética menos la energia potencial [6].
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Debido a que el dominio de S es de dimensiéon infinita, necesitamos usar algunas he-
rramientas del cdlculo variacional para tratar este problema de optimizacién. Para nuestros
propésitos, solo necesitaremos usar los conceptos de variacion de una curva y la derivada de
Gateaux, que pasamos a estudiar ahora (el lector interesado en mas detalles sobre el célculo
variacional puede consultar las referencias [14, 31]).

Definicién 2.1.7. Dada una curva q: [a,b] — Q con extremos q(a) = q, y q(b) = qv, una
vartacion con extremos fijos de q es un mapa suave

(t,e) = (tye), a<t<b, e€(—6,0)CR,
que satisface
1. A(t,0) = a(t) para t € [a,b],

2. ’}/(CL, 6) = {qa, 7(b7 6) = (b

Definicién 2.1.8. El desplazamiento virtual §q: [a,b] — T'Q de la variacion de la curva
q(t) estda dado por la expresion

salt) = £ (9| (2.9)

Lema 2. Lema fundamental del cdlculo de variaciones. (Jost y Li-Jost [23],
Lemma 1.1.1). Si h € C°((a,b),R?) satisface
b
/ MB)$()dt =0 para todo ¢ € C°((a, b), RY), (2.10)

entonces h =0 en (a,b).

La extremizacién de la funcional S se determina tomando su variacién, que se da por su
derivada de Gateaux en la variedad ), que se define como

55(a(t) = Ls(y(t,e))| (2.11)

86 e=0

y donde se cumple 05(¢(t)) = 0 para una curva ¢(t) que extremiza S.
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Desarrollando la expresién del lado derecho de la ecuacién (2.11) mediante reglas de
calculo y utilizando la Definicién 2.1.8, tenemos que

0 o [°
il -~ | :
ses0a) =g [ Latastaa
e, b OLOy  OLOY
pumm —L | f— —— ——
/a 66 (7<t76)77(t76)) o dt \/a\ (aﬁy ae + 8")/ 86) —o dt
b 1oL oL " OL "OL d
= —0q + —0q | dt = —dqdt ——(dq)dt
A(é’q 1T 5 q) /aaqq +/a 3th<@ ’
integrando por partes el segundo término,
oL oL 1" (b d (oL
= —dqdt + | =dq| — — | = ) dqdt
. 00" +{aq qL /adt(aq') 7
como dq(a) = dq(b) =0,
oL doL
= — — —— ) dqdt =
[ (5 g ) mae=o
(2.12)
y por el Lema 2 se obtiene
oL doL
=T 2.1
dq dt dq 0 (2.13)

que es precisamente la ecuacién de Euler-Lagrange (EL), que para un lagrangiano L dado
resulta en las ecuaciones de movimiento del sistema.

Ejemplo 6. Considere el péndulo planar, que consiste en una bola de masa m, que cuelga
sujeta mediante una varilla rigida de masa despreciable de longitud [ a un pivote que se
encuentra en una posicién fija. Como el sistema se encuentra bajo la influencia de la acele-
raciéon gravitacional g, cuando la varilla se ubica a un angulo ¢ con respecto a la vertical del
pivote y se suelta, el péndulo se mueve de un lado a otro con un movimiento periédico. Las
variables de configuracién de este sistema se muestran en la Figura 2.7.

Para determinar la dinamica del sistema se puede aplicar la segunda ley de Newton, que
expresa que para una particula con masa constante m se tiene

mx(t) = F(t), (2.14)

donde x € R? es la posicién de la particula y F(t) es la fuerza ejercida sobre la particula,
ambas medidas con respecto a un sistema inercial.

Debido a la simetria circular del movimiento, en el enfoque vectorial de la mecanica es
usual utilizar coordenadas polares (p,q) y magnitudes dindmicas angulares. De esa forma,
la dindmica del péndulo simple puede describirse mediante la ecuacion

() = 1i(t), (2.15)
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Figura 2.7: El péndulo planar y sus variables de configuracion.

donde 7(t) = IF(t) sinq(t) es el torque neto, I = mi? es el momento de inercia de m respecto
del eje de rotacion, y ¢(t) es la aceleracién angular de m.
Midiendo el d4ngulo ¢(t) positivo en el sentido antihorario, la ecuacién (2.15) se reduce a

= —% sin g, (2.16)

cuya solucién para cada condicién inicial especificada describe el movimiento del péndulo.
Mediante la formulaciéon lagrangiana de la mecénica, puede tomarse el angulo ¢ como
coordenada generalizada, y se considera el lagrangiano

) ) 1 )
L(q,q) = K(¢) —V(q) = §ml2q2 + mgl cosq. (2.17)

Utilizando la ecuacién de Euler-Lagrange (2.13) para el lagrangiano (2.17), se obtiene

—mglsing —ml*§=0= § = —%sinq, (2.18)

que es la misma que la ecuacién (2.16), obtenida a mediante la formulacién newtoniana. A

Observacion 2. Observemos que en el lagrangiano L = K — V| el término V puede (y debe)
incorporar cualquier fuente de energia potencial. Es decir, que el principio de Hamilton es
apropiado para tratar sistemas holonémicos sujetos a fuerzas conservativas, esto es, expre-
sables como el gradiente de un potencial.

2.1.4.2. Principio de Lagrange-d’Alembert

Para el caso general con fuerzas externas no necesariamente conservativas, es necesa-
rio modificar el principio de Hamilton, obteniéndose el llamado principio de Lagrange-
d’Alembert. La idea inicial, de d’Alembert, fue suponer que las fuerzas y las reacciones
inerciales forman un sistema en equilibrio [30]. Posteriormente esta idea se escribi6 en forma
variacional por Lagrange.
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Las ecuaciones de movimiento se obtienen por un principio similar al variacional donde
el camino del sistema se determina mediante

b b
5/ L(q,q’)dt—i—/ F®5qdt =0 (2.19)

donde F¢iq = > | Ffoq" es el trabajo virtual hecho por la fuerza externa F* con un des-
plazamiento virtual dq.

Desarrollando la ecuacién (2.19), de la misma forma que la ecuacién (2.12) para el primer
término, se obtiene

b b /0L  doL
0 | L(q,q)dt F¢iqdt = — — —— 4+ F° ) dqdt = 2.2
/a (¢, 4) +/a q /a (aq T ) gdt =0, (2.20)
y por el Lema 2,
oL doL
— — ——+ F°=0. 2.21
dq dt 9q * ( )

Esto resulta en las ecuaciones

doL oL,
dtog o Y

parat=1,...,n. (2.22)

Ejemplo 7. Considere el sistema mecénico del péndulo planar, que adicionalmente esta
sometida a una fuerza no conservativa que consiste en un torque constante 7 en el pivote, el
cual realiza un trabajo W dado por

W = 7q. (2.23)

La fuerza externa que realiza este trabajo es F'¢ = %—‘2/ =T.
Utilizando las ecuaciones (2.22) sobre el lagrangiano (2.17) y la fuerza externa de este

sistema, su ecuaciéon de movimiento es

q':—gsinquL

z o (2.24)

A

Por otra parte, existe una formulacion puramente variacional—a diferencia del princi-
pio de Lagrange-d’Alembert—para sistemas mecanicos no conservativos con restricciones
holondémicas, conocido como principio variacional de Herglotz. A este principio se lo pue-
de considerar una generalizacion del principio de Hamilton, en el sentido que se explica a
continuacion.
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2.1.4.3. Principio variacional de Herglotz

Este principio corresponde a otra formulacién variacional que se utiliza en el contexto de
problemas mecanicos no conservativos. En particular, permite un tratamiento mas apropiado
para sistemas disipativos, en contraste con el principio de Lagrange-d’Alembert [12].

Como habiamos visto en la Seccion 2.1, la formulacién variacional clasica se basa en
un principio integral. En contraste, el principio variacional de Herglotz define la accién en
términos de una ecuacién diferencial [17, 49], (véase también [12]).

Definicién 2.1.9. Sea Q) una variedad diferenciable, y L: R x TQ) x R — R wuna funcion
suave, correspondiente a un lagrangiano en el contexto del principio de Herglotz. Dada una
curva q: [a,b] = Q, se define la funcion z: [a,b] — R por una condicién inicial z(a) = z, y
la ecuacion diferencial

5 = L(t,q(t), 4(t), 2(0). (2.25)

La curva q es una solucion al principio variacional de Herglotz con condicion inicial z, si
cada variacion de q con extremos fijos deja invariante la accion z(b).

Proposicién 1. [49], Proposition 1. Una curva q (suficientemente reqular) es una solu-
cion al principio variacional de Herglotz si y solo si satisface la ecuacion de Euler-Lagrange

generalizada
oL doL 0L 8_L B

o dtog 0204

donde z se da en términos de q por la ecuacion (2.25).

0, (2.26)

Si L no depende de la funciéon z y no depende explicitamente de ¢, el lagrangiano corres-
ponde a un sistema conservativo, y entonces la ecuacién diferencial (2.25) es resuelta por
la integral (2.8). Asi, vemos que el principio variacional de Herglotz se reduce al principio
de Hamilton en el contexto apropiado. Ademads, si L no depende de z, entonces g—g =0y
las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas (2.26) se reducen a las ecuaciones clasicas de
Euler-Lagrange (2.13). Para la correspondiente prueba de la Proposicién 1 se referencia al
lector el trabajo [49].

Aunque ambos, el principio de Lagrange-d’Alembert y el principio de Herglotz, son formu-
laciones para sistemas no conservativos, una diferencia fundamental entre ellos se encuentra
en la forma en la que se incluyen las fuerzas externas dentro de dichas formulaciones para
la obtencién de las ecuaciones de movimiento. Por una parte, en el contexto del principio de
Lagrange-d’Alembert, las fuerzas externas que no son derivables de un potencial y las cuales
agregan una dependencia temporal explicita al sistema, se integran por separado al lagran-
giano, como se muestra en 2.1.4.2. Por otra parte, en el contexto del principio variacional de
Herglotz dichas fuerzas externas se incluyen directamente en el lagrangiano, como se muestra
en el trabajo de Vermeeren [49] y en el Ejemplo 8, por lo tanto, las fuerzas externas a un

sistema no son operadas de forma separada a su lagrangiano.
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Ejemplo 8. Considere un sistema mecanico con disipacién de Rayleigh, la cual se expresa
como una funcién lineal en las velocidades, y sujeta a fuerzas externas que realizan un trabajo
generalizado W = F(t)q. En este caso, el lagrangiano del sistema considerado se escribe como

L(t,q,4,2) = K(¢) = V(q) — az + F(t)q, (2.27)
donde « es el parametro de disipacion de Rayleigh. A

Ejemplo 9. Considere nuevamente el péndulo planar que estd sometido a una fuerza de
torque constante 7 en el pivote, como se explica en el Ejemplo 7, ademéas de una disipacion
de Rayleigh con pardmetro a. El lagrangiano de este sistema en el contexto del principio
variacional de Herglotz es

1
L(t,q,q4,2) = Eml2q2 + mglcosq — az + 1q. (2.28)

Aplicando las ecuaciones (2.26) al lagrangiano (2.28), resulta la ecuacién de movimiento

. g . T .
=—=sing+ —5 — aq. 2.29
= —7sing+ 5 —aq (2.29)
Notese que si el sistema no tuviera disipacion de Rayleigh, es decir aw = 0, el lagrangiano
no dependeria de z. En esta situacién, el sistema descrito seria el que se encuentra en el
Ejemplo 7 y las ecuaciones de movimiento serfan las mismas que las ecuaciones (2.24),
obtenidas mediante el principio de Lagrange-d’Alembert. A

Si bien las ecuaciones continuas de los sistemas, que resultan de la aplicacién de los
principios de Lagrange-d’Alembert y Herglotz pueden ser las mismas, las ecuaciones discretas
de los integradores que se obtienen a partir de estos principios pueden ser diferentes, como
veremos en la Seccién 2.2.

2.1.4.4. Principio de Lagrange-d’Alembert y principio no holonémico

En el contexto de la obtencién de las ecuaciones de movimiento para sistemas no ho-
lonémicos, resulta que la aplicacién del principio de Hamilton lleva a resultados que no son
fisicamente correctos para el movimiento natural de estos sistemas. Cuando Lagrange for-
muld las ecuaciones de movimiento para sistemas mecanicos, no sospeché de la existencia de
este tipo de restricciones [42].

Considere de nuevo el sistema de la esfera que se mueve sin deslizarse, como se explica en
el Ejemplo 5. En este caso, si la esfera se mueve de acuerdo al principio de Hamilton tendria
la apariencia de una entidad consciente que tiene como objetivo moverse desde una cierta
configuracién inicial a una configuracién final en el menor tiempo posible [21]. Dicho esto,
la aplicacién de este principio variacional para sistemas no holonémicos se da precisamente
en el area de control éptimo [6, 24].

Para obtener las ecuaciones de movimiento naturales de un sistema no holonémico, en
el contexto de los principios variacionales, se asume la existencia de fuerzas que restringen
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los posibles movimientos del sistema de manera que este cumpla con las condiciones no
holonémicas, en donde estas fuerzas no realizan trabajo.

Considérese un sistema mecéanico con espacio de configuraciones ) y lagrangiano L: T'(Q) —
R, sujeto a m restricciones lineales en las velocidades, representadas por la ecuacién

Alg)q =0, (2.30)

donde A(g) es una matriz m x n, con m <n,y ¢ € T, es un vector columna.
En cualquier configuracién ¢ del sistema, el conjunto de todos los posibles desplazamientos
virtuales 0q € T,() debe cumplir con las restricciones impuestas en la ecuacién (2.30), asi

A(q)dq = 0, (2.31)

es decir, el subespacio de todos los desplazamientos virtuales posibles se define como el kernel
de la matriz A(q).

Para imponer las condiciones no holonémicas sobre el sistema se introducen fuerzas de
restriccién F' = [F, ..., F,] con el propésito de limitar sus posibles movimientos a aquellos
que cumplan las restricciones impuestas por las ecuaciones (2.31). Se asume que estas no
hacen trabajo para desplazamientos virtuales que cumplen con las restricciones, entonces

Féq = 0. (2.32)

Utilizando algebra de matrices, I’ visto como vector es perpendicular al espacio nulo de la
matriz A(q), entonces F' se encuentra en el espacio fila de esta matriz. Es decir, F' es una
combinacién lineal de las filas de A(q), precisamente

F = \(q), (2.33)

donde A = [A,..., \,] es un vector fila y los Aj, con j = 1,...,m, son llamados multiplica-
dores de Lagrange.

Finalmente, las ecuaciones de movimiento se derivan de la asuncion de que el sistema esta
descrito por un sistema holondmico (como el descrito en 2.1.4.2) sujeto a fuerzas de restric-
cién, las cuales no hacen trabajo. A esta asuncion se la denomina principio no holonémico
[6]. Las ecuaciones resultantes son

d0L L

ST T2 A

aaq ag M (2.34)
A(g)g = 0.

Los multiplicadores de Lagrange del vector A se determinan de forma semejante a la
manera en que se resuelven problemas restringidos de maximo y minimo en calculo.

Las ecuaciones (2.34) resultan de imponer las restricciones de movimiento luego de tomar
las variaciones. Este orden en la formulacion de las ecuaciones es el que resulta en las ecua-
ciones correctas de la dindmica de un sistema no holonémico. La otra opcién, imponer las
restricciones de movimiento y luego tomar variaciones es lo que corresponde a un principio
completamente variacional y el cual se utiliza en el drea de control éptimo [6, 2].
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Ejemplo 10. Considere un hombre y un perro moviéndose sobre el plano, como se muestra
en la Figura 2.8. El hombre tiene posicién inicial en el origen del sistema coordenado y se
mueve sobre el eje y con velocidad constante c. El perro inicia su movimiento desde el punto
(20,%0), To > 0, Yo # 0, en el mismo instante que el hombre y corre tal que la direccién de
su velocidad en cada momento esta dada por la linea que conecta su posiciéon instantanea y
la posicién instantdnea del hombre. El objetivo es encontrar las ecuaciones que describan la
trayectoria del perro.

Figura 2.8: Un perro que persigue un hombre y las variables del sistema.

El lagrangiano del sistema es

. r . .
L(w,y,&,9) = 5m(d* + 7). (2.35)

La restriccion esta dada por la condicion que en cada instante la direccion del movimiento
del perro es conocida, entonces el coeficiente angular de la trayectoria del perro cumple

d

d_y =G(t,z,y) = G(t,z,y)t —y =0, (2.36)
x

la cual es una condicién reonémica (del inglés rheonomic), es decir, depende del tiempo ¢. La

direccion instantdnea del movimiento del perro en el tiempo ¢, posicionado en el punto (z, y)

estd dada por la linea que conecta este punto a (0, ct), que es donde se encuentra el hombre

en el momento ¢t. De esta manera se determina que el coeficiente angular de la trayectoria

del perro en el tiempo t, estando en el punto (z,y) se da por

y—ct

G(t,z,y) = ——, (2.37)

consecuentemente, la restriccién no holonémica tiene la forma

—ct
ALy -} (2.38)

T
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Utilizando las ecuaciones (2.30) tenemos que
A(z,y) - (&,9)" =0, (2.39)

que por la ecuacién (2.38) cumple que

A(z,y) = (y;d, —1>. (2.40)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento se obtienen de las ecuaciones (2.34), que re-
sultan en

(2.41)

que junto con la ecuacién de restriccién (2.38) dan un nimero suficiente de ecuaciones dife-
renciales para resolver las variables x,y, A;. A

2.1.4.5. Principio de Lagrange-d’Alembert para sistemas no conservativos con
restricciones no holonémicas

En este caso, el Principio de Lagrange-d’Alembert es adaptado para incluir tanto las
fuerzas de restriccién, como las fuerzas externas no conservativas ['¢ al sistema, de la siguiente
manera

b b
5/ L(q,q’)dt+/ Fedqdt = 0,
A(q)dq = 0,

(2.42)

donde F'° representa la fuerza no conservativa y la ecuacién A(q)dg = 0 restringe los posi-
bles desplazamientos virtuales del sistema a aquellos que cumplan con las restricciones no
holonémicas impuestas al sistema.

Entonces, las ecuaciones de movimiento son

doL 0L & . . |
ani_aqi:;)‘jAf(Q)JrFi parai=1,...,n,

A(q)g =0,

(2.43)

donde A7(q) es el elemento j, i de la matriz A(q), y F¢ la i-ésima componente de F*°.

Ejemplo 11. El péndulo de Foucault es un experimento para demostrar el movimiento de
rotacién de la Tierra. Consiste en un péndulo que oscila mientras que la Tierra rota bajo
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Figura 2.9: Péndulo de Foucaut y sus ejes inerciales y no inerciales.

él, por tanto, el plano de oscilacion del péndulo rota para el observador que se encuentra
en la superficie terrestre. Por ejemplo, si el péndulo se encuentra en el punto maximo del
Polo Norte, su plano de oscilacién rotaria 360° en 24 horas para cualquier observador que
se encuentra en este Polo. La velocidad angular de rotacién del plano depende en la latitud
sobre la cual se ubica el péndulo.

Para modelar este problema, considere un péndulo de longitud [ y masa m sobre la latitud
S sobre la superficie terrestre. Por un lado, el sistema inercial (X,Y,Z) es el que tiene su
origen O fijo en el centro de la Tierra y cuyos ejes no se mueven con su movimiento de
rotacién, este ultimo siendo representado por 2. Como este es el sistema inercial, se desprecia
el movimiento de traslacién. Los ejes (X,Y) se encuentran en el plano determinado por la
linea del Ecuador, mientras que el eje Z es el eje que apunta al Polo Norte. Por otro lado,
para describir el movimiento del péndulo siendo observado desde la superficie terrestre se
tiene un sistema no inercial el cual tiene su origen en la latitud 5 en el punto donde la masa
del péndulo se encuentra en equilibrio, y se mueve con la rotacién de la Tierra, con ejes
(x,y, z), donde = se encuentra sobre un meridiano en sentido norte-sur, y se encuentra en la
direccion de la latitud S en sentido oeste-este y z estd en el eje que apunta hacia arriba y
el cual es perpendicular a la superficie terrestre. La configuracién descrita se muestra en la
Figura 2.9.

Debido a la velocidad angular €2, el plano de oscilacion del péndulo tiene una precesién
relativa al sistema no inercial, el cual es w, = —27radsin §/dia. Esto se da proyectando
el vector de velocidad angular €2 sobre los ejes del sistema no inercial, lo cual resulta en
(—Qcos 3,0, sin B), pero como la Tierra rota en sentido antihorario visto desde arriba del
eje Z, el plano de oscilacion del péndulo rota en sentido horario visto desde arriba del eje z,
por lo tanto el signo de la velocidad angular en el sistema no inercial es negativo.

Para una particula en un sistema tridimensional con posicion r y velocidad angular w, se
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cumple w = % y como en este sistema r = (x,y,2) y w = (Qcos 5,0, —Qsin 3), entonces
Qcos fr? = yz — 2y,
= 2@ — xZ, (2.44)
—Qsin Br? = 2y — yi,

donde la tltima ecuacion establece la tasa de precesién de —€2sin /dia del plano de oscila-
cién.

Como el péndulo forma un angulo de oscilacién pequeno ¢ en su movimiento ondulatorio,
las coordenadas x, y son de orden ¢, mientras que z es de orden l¢? y por tanto despreciable.
Asi, podemos considerar el movimiento de la masa del péndulo en el plano z = 0 y tomar
q = (x,y) como las coordenadas generalizadas. Ademds, con la restriccion holonémica [* =
2% + 4% + 2% se puede obtener z para cualesquiera x e y dados. Con estas consideraciones, la
energia cinética

1
K(4) = 5m(i* +9°) (2.45)
y la energia potencial
1
Vig) = §m%(x2 +9?), (2.46)

mientras que la relacién w = ﬁ establece que

—yi + 2y + Qsin B(z? + y?) = 0, (2.47)

la cual es una restriccion no holonémica para el sistema.

Adicionalmente se considera que el sistema estd sujeta a una fuerza disipativa de Rayleigh,
es decir, lineal en las velocidades.

Entonces, el lagrangiano de este sistema es L(q,¢) = K(¢) — V' (q), lo que de acuerdo con
la derivacion anterior resulta en

: r . ) 1
L(g,q) = 5m(i +37) — 3mI (® + ), (2.48)
sujeto a la restriccion (2.47).
En este caso, la funcién de disipacién se modela como una fuerza externa F'(q, ¢) = —amg,
en donde « es el parametro de disipacion.
Finalmente, las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de Lagrange-d’Alembert

para este sistema son

m + m%x = —ami + A\ (—y)

mij + m%y = —amy + A\ () (2.49)
—yi + 27 + Qsin B(z? + y?) = 0.
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2.1.4.6. Principio de Herglotz con restricciones no holonémicas

Como habiamos visto en 2.1.4.3, el principio de Herglotz es utilizado en el contexto de
sistemas no conservativos y provee un mecanismo para especificar la disipacion del sistema
de forma intrinseca en el lagrangiano. Sin embargo, ese caso no abarca la situacion en donde
las ecuaciones de movimiento se encuentran restringidas por condiciones no holonémicas.

En un trabajo reciente [33], de Leon y colaboradores desarrollaron la descripcién conti-
nua del principio de Herglotz con restricciones no holonémicas lineales en las velocidades,
restringiendo apropiadamente las variaciones.

De forma andloga al caso no holonémico en el contexto del principio de Lagrange-
d’Alembert, considere un sistema mecanico con espacio de configuraciones () y lagrangiano
L: RxTQ xR — R, sujeto a m restricciones lineales en las velocidades. En una carta (q, §)
de T'Q), estas restricciones se escriben como

Alg)q =0, (2.50)

donde A(q) es una matriz m x n, con m < n,y ¢ € T,Q es un vector columna. Estas
restricciones pueden verse por un subconjunto de 7'Q) dado por A := {(q,¢) € TQ | A(q)¢ =
0}. Asi, en cada punto ¢, consideramos el espacio nulo de la matriz A(q) y lo denotamos por
A,. Consideremos ademés el conjunto A° = {(q,¢) € TQ | ¢ € C(A(q)")}, esto es, en cada
punto ¢ consideramos el espacio fila de la matriz A(g), y lo denotamos por Ap. En estas
condiciones, se tiene el siguiente resultado [33].

Teorema 3. Una curva q(t) € C*>([a,b], Q) satisface el principio variacional de Herglotz
con restricciones no holonomicas lineales en las velocidades, si y solo si,

oL _dOL  OLOL _ .
oq¢t  dtoq  0¢t Oz @

qge A,

(2.51)

Utilizando el Teorema 3 y las definiciones de los espacios A, y A7, una curva g(t) satisface
el principio variacional de Herglotz con restricciones lineales en las velocidades, si y solo si,
satisface las ecuaciones

doL 9L OLIL <& :
:ZAjAg(q) parai=1,...,n,
j=1

dtdg  0g 94 0z (2.52)
Alq)g =0,
para ciertos multiplicadores de Lagrange A;, con j =1,...,m.

Ejemplo 12. Considere nuevamente el péndulo de Foucault, explicado en el Ejemplo 11.
En el contexto del principio de Herglotz con restricciones, el lagrangiano de este sistema se

escribe como | 1
L(t,q,q,2) = §m(:b2 +9%) — §m%(x2 +9?) — az. (2.53)
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Notemos que se incluye el parametro de disipacién de Rayleigh directamente, a diferencia
del lagrangiano en el contexto del principio de Lagrange-d’Alembert. Como ya hemos visto,
la tasa de rotacion de este sistema se expresa en términos de la restriccion no holonémica

—y@ + 2 + Qsin B(2? + y?) = 0.

Las ecuaciones de movimiento del péndulo de Foucault que se obtienen mediante la
formulacién de las ecuaciones de Herglotz con restricciones (2.52) son

mi + m%x + ami = M\ (—y)
my + m%y + amy = M\ (x) (2.54)
—yi + 29 + Qsin B(z? + y?) = 0.
A

Una vez mas, las ecuaciones de movimiento de un sistema mecénico resultantes de dos
principios diferentes son las mismas. En este caso, para el péndulo de Foucault con disipacion
de Rayleigh, especificamente los sistemas de ecuaciones (2.49) y (2.54), los cuales resultan
de las aplicaciones del principio de Lagrange-d’Alembert con el principio no holonémico y
del principio de Herglotz con restricciones, respectivamente. Sin embargo, la discretizacién
utilizada para obtener los integradores da como resultado ecuaciones discretas diferentes
para ambos principios aplicados a un mismo sistema mecanico, como veremos en la Seccion
2.2.

Finalmente, a fin de sintetizar el estudio de los principios variacionales abarcados en
esta Seccién, en el Cuadro 2.1 se esquematizan los tipos de sistemas mecanicos discutidos
y los principios variacionales correspondientes para obtener las ecuaciones correctas de su
dindmica.

2.2. Integradores Geométricos

El flujo de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento continuo de los sis-
temas mecanicos poseen ciertas propiedades geométricas que precisamente caracterizan este
flujo y, en consecuencia, la naturaleza del movimiento de dichos sistemas.

Los integradores geométricos son métodos numéricos que preservan las propiedades
geométricas del flujo de las ecuaciones diferenciales en su configuracion discreta, la cual
conforma el esquema numeérico.

Por otra parte, las estructuras geométricas que surgen de las ecuaciones diferenciales
dependen particularmente de la clase del problema a resolver. En el drea de mecanica, los
integradores geométricos se obtienen considerando el método numérico como un sistema
mecanico discreto, el cual aproxima el flujo de las ecuaciones diferenciales del sistema mecéni-
co considerado. Por tanto, el enfoque central consiste en capturar la geometria del espacio
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Holonémicos No holonémicos

ePrincipio de Lagrange-d’Alembert
5 Jiy Lig,q)dt = 0,
Sor_ apdgt = 0.

ePrincipio de Hamilton

5 [ L(g,¢)dt = 0.

ePrincipio de Lagrange-d’Alembert

ePrincipio de Lagrange-d’Alembert ) fab L(q,q)dt + fj Feoqdt =0,
5 [V Lg,¢)dt + [* Foqdt =0, S aldgh = 0.
ePrincipio de Herglotz ePrincipio de Herglotz con restricciones
dz(b) = 0. dz(b) =0,

No conservativos | Conservativos

Sy aiéqk =0.

Cuadro 2.1: Tipos de sistemas mecanicos y correspondientes principios variacionales para
obtener sus ecuaciones de movimiento.

de estados del sistema continuo en el correspondiente integrador. Como consecuencia de la
preservacién de propiedades geométricas, los integradores geométricos logran conservar cier-
tas cantidades fisicas que caracterizan al sistema integrado, como la energia en el caso de
sistemas conservativos. Esto resulta en simulaciones de excelente comportamiento cualitativo
y permiten tiempos mas largos de simulacién para el sistema considerado en comparacién a
métodos numéricos de propdsito general.

En este contexto, una manera sistematica de obtener integradores geométricos consiste
en discretizar la formulacién variacional correspondiente para obtener las ecuaciones de mo-
vimiento. Esto estd en marcada diferencia con respecto al enfoque de métodos numeéricos
tradicionales, los cuales se basan en discretizar directamente las ecuaciones diferenciales, sin
considerar las propiedades geométricas subyacentes del flujo.

2.2.1. Integradores variacionales

El paradigma para obtener los integradores geométricos a partir de los principios varia-
cionales consiste esencialmente en dos pasos. Primero, definir un lagrangiano discreto que
corresponda a una version discreta del lagrangiano continuo, el cual, como vimos en la Sec-
cion 2.1, codifica la dinamica del sistema. La construccion del lagrangiano discreto depende
particularmente del principio variacional del cual se busca obtener su versién discreta, y su
orden de aproximacion determina el orden de precision del integrador resultante. Segundo, el
lagrangiano discreto es sometido a las operaciones de céalculo variacional que corresponden al
principio variacional del cual se obtienen las ecuaciones de movimiento en el caso continuo.
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2.2.1.1. Integrador basado en el principio de Hamilton

En el contexto de los integradores basados en el principio de Hamilton, se considera el
espacio de configuraciones ), donde la dinamica se traslada de T'Q) al espacio de estados
discreto (Q X (). Entonces, un lagrangiano discreto es un mapa Lg: Q X Q — R, que se
establece como una aproximacion de la integral del lagrangiano L: T'() — R en un intervalo
de tiempo [t;,t;+1] C [a,b] por alguna regla de cuadratura,

tit1
Liwa)~ [ Ll (2.55)
t

es decir, L, es en realidad una aproximacion de la funcional de accién S(¢(t)) en el intervalo
[t;,t;41]. En consecuencia, la accién discreta Sq: QY1 — R se define como

N-1

Sal{a} o) = Lalgj. q5+1) = S(q(1)), (2.56)

=0

donde to = a, N € Nes tal que ty = by q: [a,b] = Q. Al conjunto {qj}é\fzo se lo denomina
curva discreta en ().

El siguiente paso consiste en tomar la variacién de la accién discreta 6.5q4({g;}7), de la
misma forma que en el caso continuo, y la cual cumple 654({g; };VZO) = 0 para una curva
discreta que la extremiza. Entonces, utilizando reglas de calculo variacional (ver 2.1.4.1 para
un desarrollo andlogo en el caso continuo),

N-—1
0Sa({a;}7l0) = 6 Y Lalgj, qj+1)
=0
N-1
0 0
= [FLd(Qja Qj+1) : 5(]3' + TLd(Qj, Qj+1) . 5(]j+1 (257)
j=0 q] QJ—H
N-1

[D1La(q5,qj+1) - 0G5 + D2La(qs, qj41) - 0gj1] = 0,

[
Il
o

donde Dy y D, son las derivadas parciales con respecto al primer y segundo argumentos,
respectivamente. Utilizando la condicién de que las variaciones de {qj}éy: o se toman con
extremos fijos, tenemos que gy = dgn = 0, por tanto Dy L4(qo, q1)-0qo ¥ D2La(qn-1,qn) - 0qn
son nulos, y reindexando términos de la sumatoria resulta

N-1 N-2
0Sa({a;}3%0) = D DiLa(gj: j41) - 0a;+ Y DaLa(aj, 4j+1) - 6j41
j=1 J=0
- (2.58)

[DlLd<Qj7 Qj+1) + D2Ld((b’fl> q]’)] ) 5%‘ = 0.
1

<.
I
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Por el Lema 2, obtenemos entonces
DlLd(Qjaqj—i-l) +D2Ld(Qj—17Qj> = 07 pa’ra‘j = ]-7"'7N_ 17 (259)

conocida como ecuacién de Euler-Lagrange Discreto (ELD), y es precisamente la ecua-
cién del integrador. Concretamente, sobre ciertas condiciones de regularidad, proporciona
un mapa de flujo discreto (¢;—_1,¢;) — (g;,¢j+1). Es este flujo discreto el que preserva
determinadas estructuras geométricas discretas, en forma paralela a como el flujo continuo
preserva las correspondientes estructuras geométricas continuas.

Ejemplo 13. Considere el sistema del péndulo planar, expuesto en el Ejemplo 6, su lagran-
giano es

1
L(q,q) = §m12q2 + mgl cos q, (2.60)

A fin de definir su lagrangiano discreto, podemos utilizar una aproximacion gaussiana de

un punto en en intervalo [t;,¢,41], donde la velocidad se aproxima por ? w, entonces
L — O 1 a2
Lq(qj,qj41) = hL (qj, %) =h <§m12 (q]H—th) + mgl cos qj> . (2.61)
Asi,
q; q; :
(2.62)
_ 2 (45 —di—1
D2Ld(ijlan) = ml (T) )
sumando con simplificaciones ambos lados derechos e igualando a 0,
9j+1 — 45 g5 — qj—1 g .
2 . L2 hj +h781nq]~20. (2.63)
Finalmente, despejando ¢;1, obtenemos el integrador
qj+1 = q; + h (% — h% sin Qk) . (2.64)

Podemos expresar este mismo integrador en términos de las variables de estado. Para ello,

observamos que en la ecuacién (2.63), las expresiones L5 y L_l=1 aproximan las veloci-
dades, vj41 y v;. De esa forma, obtenemos el integrador
Vig1 =0 hg sin g
J+1 — Yy — vy J

l (2.65)

gj+1 = qj + hvjia,
2Como las funciones coordenadas ¢, de la variedad son 1 a 1, podemos identificar cualquier ¢ € Q) con
va(q) € R™, donde si tiene sentido sumar.
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para el problema del péndulo planar en términos de sus variables de estado. Este correspon-
de a un integrador simpléctico para el sistema del péndulo, ya que conserva la estructura
simpléctica en el contexto discreto [44, 19, 40].

Como la definicién del lagrangiano discreto (2.61) es una aproximacién de primer orden,
el integrador resultante (2.65) es un método de primer orden. Para un desarrollo més ex-
tenso con relacién al orden de aproximacion del lagrangiano discreto y del correspondiente
integrador, ver los trabajos [38, 51, 11]. A

A fin de contrastar los esquemas numéricos hasta ahora derivados consideremos el esque-
ma de Euler explicito presentado en A.0.1 y el integrador geométrico de la ecuacién (2.65)
para el péndulo planar, el cual se describe en Ejemplo 6.

La ecuacion del péndulo es

G = —% sin q, (2.66)

para utilizar el método de Euler explicito convertimos esta ecuacion diferencial de orden dos
en un sistema de ecuaciones de primer orden,

{q - (2.67)

v = —9%sing
y aplicamos la regla (A.13) para cada ecuacién del sistema, entonces el integrador es

Qk41 = Qi + hoy,

g .. (2.68)
Vky1 = U — hf sin .

Los resultados de los integradores (2.68) y (2.65) se muestran en la Figura 2.10, en donde
el tiempo de integraciéon es T' = 10 s y el tamano de paso h = 0,1. Las condiciones iniciales
(¢(0),4(0)) = (%,0) son las mismas para ambos integradores, sin embargo en el resultado
de Euler explicito se observa que el sistema gana energia de forma espuria, mientras que
el Euler simpléctico consigue capturar el movimiento periédico del péndulo, exhibiendo un
comportamiento cualitativo apropiado.

2.2.1.2. Integrador basado en el principio de Lagrange-d’Alembert

Para la correspondiente discretizacion de las ecuaciones (2.22) se considera el mismo
procedimiento que el seguido para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange discreto, en
donde las fuerzas no conservativas discretas Fy se construyen tal que

Fu(qj, qj+1) - (8q5,0q541) = Fy (qj,q541) - 0q; + Fif (q5, qj1) - 0qj+1, (2.69)

donde F; y F son las fuerzas externas que actiian sobre la derecha de ¢; y la izquierda de
¢j+1, respectivamente. Dicha construccién corresponde a la cuadratura de la fuerza continua
U B d

: qdt.

tj
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Figura 2.10: Resultado en espacio de estados de los integradores Euler explicito (izq.) y
Euler simpléctico (der.). Los valores ¢ y ¢ se refieren a la posicién y a la velocidad del
sistema, respectivamente. Las lineas continuas representan la trayectoria de la solucion real
del sistema.

Entonces, utilizando la cuadratura de la fuerza como se establece en (2.69) la curva
discreta {g;}}_, debe cumplir

N-1
0Sa{a5}320) + Y [Fia (a3, a541) - 605 + Fif (¢, 4j1) - 0gj41] =0, (2.70)
7=0

para variaciones de {Qj}‘gio con extremos fijos. Asi, con la condiciones dqy = dgny = 0 ¥y
reindexando, resultan las ecuaciones

D1La(qj, qj41) + D2La(q5, ¢5—1) + F; (a5, ¢541) + F (g5-1,¢;) = 0, (2.71)

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange discretas con fuerzas externas.

La definicion de la discretizacién de la fuerza externa se puede establecer en términos
de la discretizacion del lagrangiano. Por ejemplo, considere la discretizacion del lagrangiano
como siendo

dj+1 — 4;
La(q;,qj41) = hL ((1 —a)g; + agji1, %) ; (2.72)

para « € [0,1]. Entonces, una discretizacién natural para las fuerzas F; y F consiste en

qdj+1 — Gj
B gy ) = (1= b (1= gy + g, D% ).
(2.73)

Gj+1 — G
F(gj,qj41) = ohF ((1 —a)gj + agj, %) :
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2.2.1.3. Integrador basado en el principio de Herglotz

El integrador obtenido a partir del principio variacional de Herglotz, que se muestra en
la Definicién 2.1.9, se denomina de contacto.

Teorema 4. [49], Theorem 1. Para un tamano de paso h suficientemente pequeno, la
curva discreta q es una solucion del principio variacional de Herglotz, con z definido por

zjp1 — 25 = hL(qj, @j11, 24, 2113 ), (2.74)
st y solo si satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas discretas

1+ hDgL(Qj, dj+1, %5, Zj+1)
1 — hDyL(qj-1,4;, Zj-1,%;)

D1L(q;, qj+1, %5, 2j+1) + DaL(qi—1, q5, 2j—1, 2;) =0, (2.75)

donde D; denota la derivada parcial con respecto al i-ésimo argumento.

La ecuacién (2.75) es una discretizacién de las ecuaciones de Euler-Lagrange generaliza-
das, que son

doL 0L OLOL

dtog  9¢  0¢ 0z
las mismas expresiones que aparecen en el lado izquierdo de la primera ecuacion del sistema
(2.52).

En el trabajo de Vermeeren y colaboradores [49] se muestra que los integradores obtenidos
mediante la formulacion variacional de Herglotz, denominados integradores de contacto,
resultan superiores que sus contrapartes obtenidas a partir de principio de Hamilton y sus
adaptaciones para sistemas no conservativos, donde la dependencia del tiempo puede ser
implicita o explicita.

(2.76)

Ejemplo 14. Considere el sistema del oscilador arménico amortiguado. Este sistema consiste
de un oscilador arménico de masa m que estd bajo la influencia de una fuerza de disipacién
de Rayleigh, la cual es proporcional a las velocidades, con parametro de disipaciéon «. Por
simplicidad, en las aplicaciones m = 1.

Descripcién de Lagrange-d’Alembert. En este contexto, el lagrangiano de este sistema

Se expresa commo

L) = K@) = Vi) = g = gme?, @.17)

donde ¢ es el desplazamiento del punto de equilibrio. El amortiguamiento se modela como
una fuerza externa F'(q,q) = —amq.

Para la discretizacion utilizamos un lagrangiano discreto de orden lineal, y una corres-
pondiente cuadratura de orden lineal para la fuerza externa F(q,q),

qj+1 — qj

Fy(q,q541) = hF (% .

) v g qp) = 0. (2.78)
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Por tanto, las ecuaciones discretas de Euler-Lagrange con fuerzas externas, utilizando una
formulacion de posicion-momento son

_ DPj-1— hq;—1
Pj=—7
1+« (2.79)
4j = gj—1 + hp;.

Descripcién de Herglotz. En este contexto el lagrangiano que describe este sistema es

1 1
L(g.d.2) = K(@) = V{g) - az = 5md® — Smq® — a. (2.80)

La formulacién de posicion-momento de las ecuaciones discretas de Herglotz son

h2
qj = (1 - 5) ¢j—1+ h(1l — ha)p;_
(2.81)

h
p; = (1 —=ha)p— — E(Qj +qj-1).

Comparamos los comportamientos cualitativos y los errores relativos de los integradores
(2.79) y (2.81). La solucién de referencia es obtenida utilizando un método Leapfrog con un
tamano de paso diez veces mas chico que los integradores comparados. El cédigo utilizado es
una extensién del utilizado en el trabajo [49], en el cual agregamos nuestra implementacién
del integrador LA. Los resultados de las comparaciones se muestran en la Figura 2.11, en el
cual probamos los integradores usando dos parametros a. En ambos casos el integrador de
contacto muestra un mejor comportamiento cualitativo y mucho menor error relativo que el
integrador basado en el principio LA.

A

2.2.1.4. Integrador no holonémico basado en el principio de
Lagrange-d’Alembert

En el trabajo de Cortés y Martinez [9], se construye el integrador no holonémico basado
en el principio de Lagrange-d’Alembert. De la misma forma que para el principio variacional
de Herglotz, para obtener las ecuaciones (2.52), se considera una distribucién A sobre la
variedad de configuracién () que establece las restricciones lineales en las velocidades para el
sistema lagrangiano. La curva ¢(t) € @ satisface las restricciones si ¢(t) € Ay para todo t.
Si {®¢ = ®¢dq'}™, es un conjunto de funciones definiendo el aniquilador de A, se obtienen
las ecuaciones describiendo la dindmica no holonémica

d oL oL __ c
aioq ~ o = AP (2.82)
@5’ =0,
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Solution for h = 0.1, @ = 0.01, (po, o) = (0.75, — 0.25)
fffff Contact (1st)

0.5 LA (1st)
—— Reference

0.0 \

-0.5

0 10 20 30 40 50 60

Relative Error
0.06
fffff Contact (1st)
LA (1st)

0.04
0.02
0.00  memmmememmmmememeoeme e e ———— e —emmbeen b e

0 10 20 30 40 50 60
075 Solution for h=0.1, @ = 0.1, (po, qo) = (0.75, — 0.25)

-t N 1 0 [ Contact (1st)
0.50 LA (1st)
0.25 —— Reference
0.00

-0.25
-0.50
0 10 20 30 40 50 60
Relative Error
0.06
----- Contact (1st)
LA (1st)
0.04
0.02
0.00 s
0 10 20 30 40 50 60

Figura 2.11: Simulaciéon del oscilador arménico amortiguado con un parametro de amor-
tiguamiento o pequeno utilizando el integrador de contacto y el integrador basado en el
principio LA. En las Soluciones, el eje x representa el tiempo en segundos y el eje y represen-
ta el desplazamiento del punto de equilibrio del oscilador, h es el tamano de paso y (po, qo)
representan las condiciones iniciales de momento y posicion, respectivamente.
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donde \., ¢ € {1,...,m} es un conjunto de multiplicadores de Lagrange. El lado derecho de
la primera ecuacion del sistema (2.82) representa la fuerza de restriccién.

Para derivar el integrador de la dinamica no holonémica, se necesita un espacio de res-
triccién discreto Ag C @ X @, es decir, el camino real discreto debe cumplir dg; € Ayp) y
(¢j,qj+1) € Ag. S1 P5: Q x @ — R son funciones cuyos nticleos definen el espacio Ay, resulta
el siguiente algoritmo

(2.83)
®4(g5,9541) = 0.

{DlLd(Qj7 ¢j+1) + DaLa(gi-1,q5) = Aa®°(q5)
2.2.1.5. Integrador no holonémico con fuerzas externas basado en el principio
de Lagrange-d’Alembert

En este caso los principios variacionales discretos, de Lagrange-d’Alembert descrito en
2.2.1.2, y del integrador no holonémico descrito en 2.2.1.4 se combinan para obtener un in-
tegrador para sistemas mecanicos no conservativos con restricciones no holonémicas, basado
en el principio de Lagrange-d’Alembert.

Las ecuaciones del integrador son

(2.84)

D1L4(gj,qj41) + DaLa(gj—1,q5) + Fy (g5, q41) + Fy (gj-1,4;) = Aa®“(q;)
®5(q5, ¢j+1) = 0.

En la ecuacion (2.84) se puede observar que se incorporan tanto la cuadratura de las fuer-
zas externas, es decir, F; (q;,qj+1) v Fyf (¢j—1, ;) como las restricciones discretas ®4(q;, ¢;+1) = 0.
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Capitulo 3

Integrador de contacto con
restricciones no holonémicas

The great discoveries of higher mathematics and their immediate application to nature
imbued the philosophers of those days with an unbounded confidence in the fundamentally
intellectual structure of the world.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

El enfoque principal para obtener integradores geométricos basados en los principios
variacionales consiste en traducir el espacio de la dinamica continua a un espacio discreto con
geometria compatible. En otras palabras, describir un sistema mecanico discreto consistente
con el modelo del sistema mecanico continuo.

A ese respecto, para construir nuestro integrador de contacto con restricciones no ho-
lonémicas, consideramos como base las estructuras discretas establecidas en la formulacion
del integrador de contacto de la ecuacion (2.75), especificamente, el lagrangiano discreto, el
espacio discreto sobre el cual esta definido el lagrangiano discreto y las ecuaciones del princi-
pio variacional discreto. Sobre estas definiciones aplicamos las correspondientes restricciones
de una manera compatible mediante un determinado mapa de discretizacion.

Entre los trabajos principales en relacion a la construccion de este integrador y sus
correspondientes contribuciones se pueden mencionar los siguientes. La teoria continua del
principio variacional de Herglotz con restricciones no holonémicas lineales en las velocidades
se desarroll en un reciente trabajo por De Leén y colaboradores [33], y nuestro integrador se
basa en discretizar esta descripcién. Por otra parte, la discretizacién del principio variacional
de Herglotz se establecié en el trabajo de Vermeeren y colaboradores [49]. Con respecto a
la teoria de discretizacién de las restricciones, en el trabajo de Cortés y Martinez [9] se
desarroll6 la descripcién discreta del principio de Lagrange-d’Alembert para sistemas no
holonémicos, con restricciones lineales en las velocidades.
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3.1. Distribucion discreta

En el caso continuo, las restricciones no holonémicas lineales en las velocidades, A(q)q,
definen una distribucion A sobre @), en la cual se limita la dindamica del sistema y que se
define como

A= {(q,4) € TQ | A(q)q = 0}.

Para imponer las restricciones no holonémicas en el sistema mecanico discreto, establecemos
una distribucién discreta Ay, el cual corresponde a un subconjunto del espacio de estados
discreto @ x @ y que cumple (q,q) € A4 para todo ¢ € @, tal que todos los puntos de la
variedad de configuracién se encuentren en la distribucién discreta. La idea corresponde a
establecer un espacio tal que la curva discreta {g; } ), cumpla con la condicién (g;, gj+1) € Ag
para 7 =0,...,N — 1.

A fin de definir las versiones discretas de las restricciones no holonémicas, utilizamos el
mismo mapa de discretizacion que el utilizado en el lagrangiano. Como ejemplo, consideremos
un lagrangiano en el contexto del principio variacional clasico L: T'()Q — R, la discretizacién
Ly de este lagrangiano se da mediante un mapa de discretizacion ¥: Q) x Q@ — T'Q) tal
que se cumple Ly = L o ¥. Con este mismo mapa V¥, definimos las restricciones no ho-
lonémicas discretas, de la siguiente forma. Sea (qq, ¢4) €l punto en T'Q) que corresponde a la
imagen de (g;, g;+1) por el mapa VU, entonces definimos el mapa de restriccién discreta como

Aa(q;,q541) = A(ga)da, por tanto,

Ag = {(gj,¢j+1) € @ x Q| Aa(gj, ¢j+1) = 0} (3.1)
Como las variaciones de la curva discreta {qj}évzo se toman con extremos fijos, es decir
dqp = 0gn = 0 y las variaciones de cada punto ¢; de la curva discreta deben respetar
A(g;)0q; = 0, con esta idea definimos el conjunto

AG = {(a,9+1) € @ x Q| da € C(A(g)")}, (3.2)

esto es, en cada punto ¢; de la curva discreta {g; }év:o consideramos el espacio fila de la matriz
A(g;), y lo denotamos por (Ag),;-

3.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange discretas
generalizadas con restricciones no holonémicas

Sea Ly: Q* x R? — R el lagrangiano discreto en el contexto del principio variacional
de Herglotz, este lagrangiano es una aproximacién consistente del lagrangiano continuo, a
diferencia del lagrangiano discreto del principio variacional clasico, donde el lagrangiano
discreto se define como una cuadratura de la accién en un intervalo de tiempo [¢;,¢;41].
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Siguiendo de la teoria del caso continuo, las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas
discretas deben cumplir

1+ hD3Lq(qj, @j+15 2> Zj41) € (A9)
1= hDyLa(gj-r. 45, 2-1,2) % (3.3)
(g5,q5+1) € Aq.

D1L4(q;, gj+1, 25, 2j+1) + DaLa(qi-1, G5, Zj-1, %;)

Entonces, las ecuaciones de Fuler-Lagrange generalizadas discretas con restricciones no
holonémicas lineales en las velocidades son

1+ hDng(Qj, qdj+1, %5, Zj-i-l) — )\A(Q')
1-— hD4Ld(q]'_1, 4j; Zj—1, ZJ') "

Ad(Qja C]j+1) =0,

D1 Ly(qj, qj+1, %5, 2j+1) + DaLa(qi—1, qj, 2j-1, %j)

(3.4)

las cuales corresponden a las ecuaciones de un integrador de contacto con restricciones no
holonémicas lineales en las velocidades.



46

Capitulo 4

Resultados

The sober, practical, matter-of-fact nineteenth century—uwhich carries over into our
day—suspected all speculative and interpretative tendencies as “metaphysical” and
limited its programme to the pure description of natural events.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

En este capitulo presentamos los resultados numéricos obtenidos con el integrador de
contacto con restricciones no holonémicas formulado en el Capitulo 3.

El integrador propuesto es aplicado a dos sistemas mecénicos de interés. El primero es
el péndulo de Foucault con disipacion de Rayleigh, explicado en el Ejemplo 11, el cual es
un sistema con restricciones afines a las velocidades. Modelamos este sistema mediante las
formulaciones de Lagrange-d’Alembert junto con el principio no holonémico y la formulacion
de Herglotz con restricciones, obteniendo el correspondiente integrador de cada formulacién.
El segundo es el disco rodante que cae, que corresponde a un sistema arquetipico en el
contexto de sistemas no holonémicos con restricciones lineales en las velocidades. A este
sistema agregamos disipacién de Rayleigh y fuerzas externas y lo modelamos mediante la
formulacion del principio de Herglotz con restricciones para obtener su integrador.

Finalmente, los resultados numéricos correspondientes a los integradores de contacto para
cada sistema se contrastan contra otros integradores, tanto geométricos como de propédsito
general.

4.1. Péndulo de Foucault

4.1.1. Descripcion de Lagrange-d’Alembert
En este caso el lagrangiano se toma como siendo L(q, ¢, z) = K(¢) — V(q), el cual, como

hemos visto en el Ejemplo 11, el lagrangiano del Péndulo de Foucault es resulta en

. 1. . 1
L(q,q) = im(ﬁ +9%) — 57%% (* + %), (4.1)
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también sujeta a la restriccién no holonémica (2.47).

Para obtener el integrador en este caso utilizamos la ecuacién (2.83) con una cuadratura
de orden lineal para el lagrangiano y la fuerza externa, mientras que la restricciéon discreta
se obtiene utilizando el mapa de discretizacién ¥ en la ecuacién (2.47). Las ecuaciones
resultantes del integrador LA son

_ijrl -+ 21'j — .ZCJ',1

— hg$] — Of(l’j+1 — l’j) + )\1% =0

h l
—Yj+1 + 2y — Y g Zj
e — gy — ey —y) — =0 (4.2)
T T T +xlyj+1 —Yj —|—Qsin6(a:? +y]2) =0,

y] h J h

donde A; es un multiplicador de Lagrange.

4.1.2. Descripciéon de Herglotz

En este caso el lagrangiano se toma como L(q, ¢,z) = K(¢) — V(q) — az, el cual, como
hemos visto en el Ejemplo 12, resulta en
: R ST S 1 g, 2
L(q,q,2) = §m(x +9°) — M7 (2* + %) — az, (4.3)
también sujeta a la restriccién no holonémica (2.47).
Para obtener el integrador de contacto para este sistema utilizamos una aproximacién de
orden lineal en las ecuaciones (3.4), especificamente,

Zi — 2z = hL(xj, 541, 2, 2j41), (4.4)

entonces, el lagrangiano discreto para derivar un integrador de orden lineal (depende solo de
z; y no de zj41) es

2 2
m Tjp1 — T Y1 7Y
Ly o, 2, 2m1) = 3 <<T) -(2t) ) (45)

mg , .
— (2 + 25+ +u7) — az.

Aplicando las ecuaciones del integrador de contacto (3.4) al lagrangiano discreto (4.5), y
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discretizando la restriccién (2.47), obtenemos:

Ty — Tj41 mg Yi —Yjm1 mg
DAL o) = (1 (P52 ) = B (B22) = B ).

Tj— Tj-1 myg Yi —Yj—1 mg
Dablevap oz = (i (M52 ) = o (222 ) = B ).

D3 L(qj, qj+1, 2, 2j41) = —q, (4.6)
DyL(q;-1,45, 2j-1, %) = 0,
)\Cq)c = Al(_yja l’j),

5(q5, 9511) = —; (%) + z; (%) —wy (aF +y;) =0.

De esta manera, las ecuaciones resultantes del integrador son

_I'j+1+2$j—$j_1 _gx‘_a(xj—xj_l hg],‘) __/\1&
J J |
m

B z h 21
Y1t 25—y g9 yj—yj—l_ﬁg RN 4.7
72 1Y O‘( h 2 %) =N 0
—yy S g B Qsin Bl + ) = O,

donde \; es un multiplicador de Lagrange.

Como se puede notar, la discretizacion de la restriccién es la misma para los integradores
LA y de contacto con restricciones.

Los resultados de la comparacion de ambos integradores se muestran en la Figuras 4.1 y
4.2, donde la solucién de referencia fue obtenida mediante el método Runge-Kutta-Fehlberg
de orden 4, y en los cuales ponemos a prueba los integradores utilizando dos parametros
de amortiguamiento «, para un péndulo de Foucault con la configuracion del experimento
original de 1851 en el Observatorio de Paris, donde m = 28 kg, [ = 67 m, latitud § = 49°.

Para las configuraciones de los integradores LA y de contacto con restricciones, el tamano
de paso h = 0,1, oscilando por un tiempo de 3600 s.

Para las graficas correspondientes a las funciones de energia y error de trayectoria se
utilizan los dltimos 100 segundos de la integracién, especificamente, el intervalo [3500 3600]
segundos. Esto, debido a que lo interesante en el contexto de los integradores geométricos es
ver qué ocurre después de mucho tiempo en la simulacién.

4.1.3. Analisis de resultados

4.1.3.1. Experimento 1

En el primer caso, que se muestra en la Figura 4.1, la disipacién es o = le — 3 y
ambos integradores muestran un comportamiento indistinguible en términos de disipacién
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de energia y trayectoria de la masa del péndulo. Sin embargo, en este caso, el integrador
LA tiene un mejor comportamiento en términos del error de la trayectoria del péndulo con
respecto a la solucién de referencia, donde este error se define como ||, — gres(t;)||2, siendo
q:; la aproximacion producida por el integrador y g,.f(t;) la solucién de referencia, ambas en
el tiempo t;.

4.1.3.2. Experimento 2

En el segundo caso, que se muestra en la Figura 4.2 de manera a modelar un péndulo
mas realista con friccién por resistencia del aire, decrementamos el valor del parametro de
disipacion a o = le — 4 para una segunda simulacion. En este caso el integrador LA muestra
un comportamiento anémalo, donde la energia del sistema disminuye espuriamente y el plano
de oscilacién cambia de direccion de una manera discontinua en un momento dado, mientras
que el integrador de contacto, con los mismos parametros no sufre de estas anomalias, demos-
trando un buen comportamiento cualitativo, en términos de error de trayectoria y energia
con respecto a la solucion de referencia.

4.2. Disco rodante que cae

El disco que rueda sin deslizarse es un sistema arquetipico en el contexto de sistemas
no holonémicos [6, 41]. Consiste en un disco homogéneo que rueda sin deslizarse sobre una
superficie horizontal y en donde se considera que el disco puede caer sobre cualquiera de sus
costados. Para la derivacién del lagrangiano se sigue la formulacién propuesta por Paris y
Zhang [43]. El espacio de configuraciones del sistema es Q = R?* x SO(3) con coordenadas
generalizadas ¢ = (X,Y,0,¢,¢), en donde SO(3) es el grupo de rotaciones 3D ortogonales
que preservan orientaciéon. El par (X,Y) indica la proyeccién del centro del disco sobre
el plano horizontal, y los angulos 6, ¢, 1 describen la posicién angular del disco de manera
euleriana, en donde los ejes del disco son z, y, z, con y permaneciendo paralelo a la superficie,
como se muestra en la Figura 4.3.

En el contexto de Lagrange-d’Alembert, el lagrangiano para este sistema es L =T —V,
donde T' y V son la energia cinética y potencial, respectivamente. En este caso la energia
cinética es la translacional mas la rotacional, entonces

Loy 1 2 2 2
T = 5o + 5[]‘4%? + Ir(w, +w;)], (4.8)
donde v es la velocidad del centro del disco, 14 e I7 son los momentos de inercia con respecto
al eje x y los ejes y y z, respectivamente y w; es la velocidad angular con respecto al eje i.
En términos de las velocidades de los angulos de Euler, tenemos las siguientes expresiones
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Figura 4.1: Experimento 1 del péndulo de Foucault, con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,1/100), ¢(0) = (0,0). Pardmetro de disipacién o = le — 3.
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Figura 4.2: Experimento 2 del péndulo de Foucault, con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,1/100), ¢(0) = (0,0). Pardmetro de disipacién o = le — 4.
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Figura 4.3: Disco rodante que cae y sus variables de estado.

para las velocidades angulares:
Wy = —1) + ngsinQ,
wy = —0, (4.9)
w, = P cosh.

Por otra parte, la energia potencial es

V =mgRcosb. (4.10)

Entonces, el lagrangiano completo es

L=T({)—-V(q) = 1m[X2 +Y? + R?sin? 067

oo (4.11)
+ 3 {[A <w — ¢sin6> + Iy <92 + ¢? cos® 9)] —mgRcosf.
Las restricciones de no deslizamiento son
X = —Rcosfsin ¢ — Rsin 0 cos ¢é + R cos ¢, (4.12)

Y = Rcosf cos ¢ — Rsinfsin ¢ + Rsin ¢

4.2.1. Descripcion de Herglotz

En el contexto del principio variacional de Herglotz, introducimos una disipacién de
Rayleigh y fuerzas externas, por lo que el lagrangiano para el sistema es

L(t,q,q,2) = T(¢) = V(q) — az + F(t)g, (4.13)



CAPITULO 4. RESULTADOS 53

donde « es el parametro de disipacién y F' son las fuerzas externas. Las restricciones son las
mismas que en el contexto del principio de Lagrange-d’Alembert (Ver ecuacién 4.12).

El integrador de contacto con restricciones de orden 2 resultante para este sistema mecani-
co consiste en un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales que se obtienen a partir de las
ecuaciones de Euler-Lagrange generalizado discreto (3.4) y el cual resolvemos utilizando el
método de Newton-Raphson modificado multivariado. En este caso, no escribimos el sistema
de ecuaciones discretas a causa de la extensién del mismo. De todas formas, para obtener
las ecuaciones discretas se puede seguir el mismo procedimiento que el que se encuentra en
la Subseccién 4.1.2, pero en este caso utilizando el lagrangiano discreto del disco que cae.

A fin de probar el integrador propuesto, comparamos sus soluciones contra el integrador
odel5i de MATLAB, el cual es un integrador de orden variable para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales implicitas. Las soluciones de referencia se obtuvieron también con el
método odel5i de MATLAB, pero con un tamano de paso 10 veces mas pequeno en relacion
al tamano de paso utilizado para el integrador propuesto.

Para todos los experimentos, los parametros fisicos del sistema son: m = 5 kg, R = 0,5
m, [y = imR? kgm?, Iy = mR? kgm?, g = 9,81 m/s?, y los pardmetros numéricos, h = 0,1
y la tolerancia le — 6, tanto para el método de Newton-Raphson modificado multivariado
como para el método odelbi. Con estas configuraciones ejecutamos cuatro conjuntos de
experimentos que corresponden a ciertas condiciones iniciales del disco, y en cada conjunto
variamos el parametro de disipacion «. En cada caso, como las condiciones iniciales deben ser
consistentes, utilizamos la funcién decic de MATLAB, fijando los parametros que indicamos
en la descripcion de cada conjunto de experimentos.

4.2.2. Analisis de resultados

4.2.2.1. Experimento 1

El primer conjunto de experimentos consiste en el disco que comienza en posicién vertical
y una fuerza F¥ = % N lo hace girar. La Figura 4.4 corresponde al sistema sin disipacién,
la Figura 4.5 corresponde al sistema con disipacién a = 0,005 y la Figura 4.6 al sistema con
disipacion a = 0,1.

4.2.2.2. Experimento 2

El segundo conjunto de experimentos consiste en el disco que comienza en posicion in-
clinada con angulo inicial 6y = % rad y velocidad inicial de giro Yo = 2r. La Figura 4.7
corresponde al sistema sin disipacién, la Figura 4.8 corresponde al sistema con disipacién
a = 0,005 y la Figura 4.9 al sistema con disipacion a = 0,1. En el caso con a = 0,1 se
puede observar que el integrador odelbi falla en la integracién en ¢ &~ 10,9 s, mientras que el
integrador de contacto consigue integrar el sistema durante todo el tiempo establecido.
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Figura 4.4: Experimento 1.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,0,0,0), ¢(0) = (0,0,0,0,0). Disipacion o« =0y F(t) = (0,0,0,0,1/2).
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Figura 4.5: Experimento 1.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,0,0,0), ¢(0) = (0,0,0,0,0). Disipaciéon a = 0,005 y F(t) = (0,0,0,0,1/2).
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Figura 4.6: Experimento 1.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,0,0,0), ¢(0) = (0,0,0,0,0). Disipaciéon « = 0,1 y F'(¢t) = (0,0,0,0,1/2).
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Figura 4.7: Experimento 2.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales

(d) Energia

(0,0,7/36,0,0), ¢(0) = (7,0,0,0,27). Disipacién « =0y F(t) = (0,0,0,0,0).
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Figura 4.8: Experimento 2.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,7/36,0,0), ¢(0) = (7,0,0,0,27). Disipacién a = 0,005 y F(t) = (0,0,0,0,0).
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Figura 4.9: Experimento 2.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,7/36,0,0), ¢(0) = (7,0,0,0,27). Disipacién a = 0,1 y F(¢t) = (0,0,0,0,0).
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Figura 4.10: Experimento 3.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,0,0,0), ¢(0) = (7/2,0,0,0, 7). Disipacién « = 0y F(t) = (0,0,0,t/16,t/16).

4.2.2.3. Experimento 3

El tercer conjunto de experimentos consiste en el disco que comienza en posicion vertical
y velocidad inicial de giro ¢y = 7. Adicionalmente se introducen dos fuerzas F?® = liﬁ Ny
FY = f—G N, de cambio de direccién y de giro, respectivamente. La Figura 4.7 corresponde
al sistema sin disipacion, la Figura 4.8 corresponde al sistema con disipacién o = 0,005 y la
Figura 4.9 al sistema con disipacion a = 0,1.
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(0,0,0,0,0), G(0) = (/2,0,0,0, 7). Disipacién o = 0,1 y F(t) = (0,0,0,t/16,1/16).



CAPITULO 4. RESULTADOS 63

1000 T T T T 1000

X x|
800 |- v 800 - v
0 0
600 |- o 600 - o
~ v v
400 |- - ] 400 |- A
200 - — — 200 F - =
— e 0 —— e
% 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo (s) Tiempo (s)
4 40
Y }.,
20— IR Ak 20— [ 0
_— \\\ Y _— ~—_ Y
0 — 0 S
" ‘ ‘ ‘ — 0 ‘ —
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo (s) Tiempo (s)
(a) Contacto (orden 2) (b) odelbi (orden variable)
1000 ‘ ‘ ‘ ‘ 1463.25
X
800 |- X
600 | ’ 1463.2
400 |- -
S 1463.15
200 .TE
o
0 °
0 5 10 15 20 25 8 14631 ] 1 | ‘\ \ il
Tiempo (s) & | i i Il 1l ! l I
S 1463.05 ' | 1 o 0\ \ ¥ i
¢ s bt ta dl e L 12 1
» S || * * |
0 H S wslit T4 0T 4 U] o4 1] 4 1
! A * | | ¥+ N I %% 1] xFf
¢ ¥ %) | ¥ * ¥ * % T ,‘HQ il
1Y 4 I v U *ﬁ* I
0 1462.95 sg a&
¥ % ¥
20 : : : ; 1462.9 : : : :
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Tiempo (s) Tiempo (s)
(c) Referencia (odelbi, h = 0,01) (d) Energia

Figura 4.13: Experimento 4.1 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =
(0,0,207/180,0,0), G(0) = (7/2,0,0,—37/10,%), con Yo = ((Ir — Ix — mR?)sin(fy)ef —
mgR)/((I4 +mR?)tan(6y)¢g). Disipacion a = 0y F(t) = (0,0,0,0,0).

4.2.2.4. Experimento 4

El cuarto conjunto de experimentos consiste en el disco que se mueve de forma estable en
un camino circular. Este movimiento es posible si su dngulo de inclinacién 6 = 6y, velocidad
de precesion gb ¢0 y velocidad de giro 1/1 wo son constantes y satisfacen,

(Ir — Iy — mR?) sin(6)¢2 — (Is +mR?) tan(6y)pothy — mgR = 0. (4.14)

La Figura 4.7 corresponde al sistema sin disipacion, la Figura 4.8 corresponde al sistema con
disipacion a = 0,005 y la Figura 4.9 al sistema con disipacién o = 0,1.
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Figura 4.14: Experimento 4.2 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =

(0,0,207/180,0,0), ¢(0) =

(7/2,0,0,—37/10,%)), con vy = ((Ir — Ix — mR?)sin(fy)d2 —

mgR)/((I4 +mR?)tan(6y)epy). Disipacién a = 0,005 y F(t) = (0,0,0,0,0).
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Figura 4.15: Experimento 4.3 del disco rodante que cae con condiciones iniciales ¢(0) =

(07 Oa 207‘(/1807 Oa O)a Q(O) = (7T/27 Oa 07 _37T/107 1/']0)a con ¢0 = ((IT - IA - mR2) Sln(QO)qb(% -

mgR)/((I4 +mR?)tan(6y)ey). Disipaciéon a = 0,1 y F(t) = (0,0,0,0,0).
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Capitulo 5

Conclusiones

Howewver, philosophical trends float back and forth and the last word is never spoken.

— Cornelius Lanczos, The Variational Principles of Mechanics

El integrador de contacto con restricciones no holonémicas propuesto muestra un ade-
cuado comportamiento cualitativo para los sistemas simulados, tanto de primer orden como
segundo orden de precision. Adicionalmente, el integrador propuesto funciona en casos donde
el integrador odel5i, no puede continuar con la integracion. Este resultado ocurre en el con-
texto de la simulacion del disco rodante que cae para ciertas condiciones iniciales y fuerzas
externas.

Sin embargo, los tiempos de ejecucion para el integrador de contacto con restricciones no
holondémicas fueron considerablemente superiores a los tiempos de ejecucion del integrador
odelbi. Esto se debe, pero no se limita a, las siguientes razones. Por un lado, la implemen-
tacion de la rutina odelbi es propia de MATLAB y por tanto se encuentra optimizada para
esta plataforma. Por otra parte, la implementacion del integrador de contacto propuesto rea-
liza llamadas a una implementaciéon particular del método de Newton-Raphson modificado
multivariado para resolver el sistema de ecuaciones correspondiente a cada iteracién de este
integrador.

Considerando la diferencia en tiempos de ejecucién, uno de los principales motivos para
utilizar el integrador de contacto propuesto por sobre integradores tradicionales como odel5i
consiste en el caso de integrar un sistema mecanico por largo tiempo. Esto, para conservar
las caracteristicas del sistema mecanico a través del tiempo, que es una propiedad de los
integradores geométricos en general, y en vista a lo que puede ocurrir con integradores
tradicionales, como el fallo de odelbi en el caso particular del disco que cae. Con relacion al
fallo del integrador, notemos que no ocurre ninguno en la integracién del péndulo de Foucault
con disipaciéon de Rayleigh, que consiste en un sistema mecanico més simple que el disco
rodante que cae. Por tanto, una posible causa de que el integrador odel5i no pueda continuar
con la integracion es la mayor complejidad del sistema del disco rodante, en contraste a otros
sistemas de ecuaciones diferenciales en general, y en particular a sistemas mecanicos mas
simples, como el trineo de Chaplygin o el péndulo de Foucault.
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A pesar de que el integrador de contacto no holonémico propuesto se obtuvo a partir
de la discretizacién de la formulacién continua del principio variacional de Herglotz con res-
tricciones cuya correctitud esta establecida, hace falta un analisis formal de error para este
integrador, debido a que incorpora las restricciones discretas a diferencia de la discretiza-
cion del principio de Herglotz sin restricciones. En base a estas consideraciones, apuntamos
algunas lineas para trabajos futuros:

= Analisis de error para el integrador de contacto con restricciones no holonémicas pro-
puesto. Entre los posibles andlisis se indican el de preservacion de la funcién de energia
y preservacion del mapa de momento no holonémico, entre otros anélisis encontrados
en la literatura para integradores no holonémicos.

» Backward error analysis (BEA) en clases de sistemas no holonémicos para los cua-
les este analisis puede ser aplicado. El BEA es una herramienta para el estudio del
comportamiento a largo plazo de integradores numéricos, el cual es la herramienta de
eleccion en el caso holonémico, debido a que su teoria es para sistemas integrables de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Por otra parte, este andlisis no es en general apli-
cable al caso no holonémico por la no integrabilidad que lo caracteriza. Sin embargo,
existen sistemas no holonémicos para los cuales el BEA puede ser aplicado, como los
sistemas no holonémicamente acoplados, que se muestran en Modin y Verdier [41].

= Aplicacién del integrador de contacto con restricciones no holonémicas a otros sistemas
no holonémicos relevantes. Adicionalmente, considerando fuerzas de control.
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Apéndice A
Integradores numeéricos

Consideremos un problema de valor inicial (PVI) dado como

dy

donde la funcion y(t) es denominada solucién de la ecuacién (A.1), y cuyo valor en el tiempo
t = a estd definido por y(a). Resolver la ecuacién (A.1) significa justamente encontrar la
funcién y(t) que satisfaga la ecuacién

y=f(t,y) en a<t<b ycondicién inicial y(a)= y,. (A.2)

A continuacién veremos que para resolver numéricamente este tipo de problemas—es
decir, integrarlo numéricamente—requeriremos que dicho problema esté bien definido. Para
ello, revisamos algunas definiciones.

Definicién A.0.1. Una funcion f(t,y) se dice que satisface la condicion de Lipschitz en la
variable y sobre un conjunto D C R? si existe una constante L > 0 tal que se cumple

para (t,y1) y (t,y2) en D. La constante L se denomina constante de Lipschitz para f.

Definicién A.0.2. Sea f una funcion definida en un conjunto X C R y x¢g € X. Entonces
f es continua en xq si

I f(z) = f() (A.4)

La funcion f es continua en todo el conjunto X si lo es en todos los puntos de X .

Teorema 5. Considere D = {(t,y) | a <t <b, —o0 <y < oo} y que f(t,y) es continua
en D. St f satisface la condicion de Lipschitz sobre D en la variable y, entonces el PVI

% = f(t,y), a<t<b, yla)=a, (A.5)

tiene una unica solucion y(t) para a <t <b.



APENDICE A. INTEGRADORES NUMERICOS 73

Un integrador numérico para aproximar la solucién del PVI (A.1) es una funcién ®,(y)
que produce valores

Yo, Y1,Y2, - - -,

donde y; = y(t;), para t; € [a,b]. Es decir, los y; se aproximan a los valores de la funcién
solucién del problema (A.1).

Como el trabajo de los integradores numéricos es aproximar la solucién real, necesitamos
garantizar que pequenas perturbaciones en la definiciéon del problema y pequenos cambios
en la especificacién del valor inicial solo tengan como consecuencia pequenos cambios en
la aproximacién de la solucién. Es decir, que el error de la aproximaciéon con respecto a la
solucion real corresponda al error cometido en la definicion del problema y las mediciones
obtenidas para especificar un valor inicial.

Entonces, para la derivacién de integradores numéricos necesitamos algunas definiciones
y enunciados sobre la definicion de un PVI dado.

Definicién A.0.3. El problema (A.1) se denomina PVI bien definido si:
» FEziste una unica solucion y(t), y

= Fristen constantes g > 0 y k > 0 tal que para cualquier €, con 0 < € < €y, Yy una
funcion §(t) continua con |6(t)] < € para todo t € [a,b], y &g cumpliendo |5o| < €, el
problema de valor inicial

Z=f(t,2) +0(t), a<t<b, z(a)=a+d, (A.6)
tiene una unica solucion z(t) que satisface

|z(t) — y(t)| < ke para todo t € [a,b). (A.7)

El problema descrito por la ecuacién (A.6) se denomina problema perturbado asociado al
PVI (A.1), en donde se asume la posibilidad de que errores sean introducidos a la definicién
de la ecuacién diferencial y también un error ¢y en la condicién inicial [7].

Resolver un problema perturbado es concerniente a los esquemas numéricos ya que se
busca que el comportamiento cualitativo de la soluciéon no se vea afectado por la adicién o
cambios de términos de menor orden o por pequenos cambios en los coeficientes, que ocurre
con la representacién en precisién finita y por truncamiento [45].

Teorema 6. Suponga f € C"[a,b], es decir f es derivable n veces en el intervalo |a,b] y con
derivada continua, ademds f") eziste en [a,b], y zo € [a,b]. Para cada = € [a,b], existe un
nimero () entre xo y T con

f(z) = Py(x) + Ry (x), (A.8)
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donde
1 T ) (n) o .
Pua) = flan) + [ o) — o) + TN o gy T
n f(k)(ibo)
= 2 k' (ZL‘ — l’o)k

Y
poey = FOEE)

" (n+1)! ’

(A.9)

P,(x) se llama polinomio de Taylor para f alrededor de xy y R, (x) se llama término de
residuo (o error por truncamiento) asociado a P,(z). La serie infinita se obtiene tomando el
limite de P,(z) con n — oo y se llama serie de Taylor para f alrededor de zg. El error por
truncamiento en el polinomio de Taylor se refiere al error producido al utilizar una sumatoria
truncada para aproximar la sumatoria de la serie infinita [7].

A.0.1. Derivacion de un integrador numérico

Uno de los esquemas numéricos de derivacién mas directa es el método de Euler, que
para el efecto utiliza el teorema de Taylor [7].

Suponga que se busca resolver el problema (A.1) y que este estd bien definido, en el
sentido de la Definicién A.0.3. Primeramente establecemos una particién del intervalo [a, b]
seleccionando un nimero natural N y estableciendo

t;>=a+1th, parai=0,1,...,N, (A.10)

donde h :=t;.; —t; = (b — a)/N se llama tamano de paso.

Como el problema esta bien definido, tenemos una tinica solucién y(t), la cual suponemos
que es derivable dos veces en [a,b] con derivadas continuas, entonces para ¢ = 0,1,..., N,
por el Teorema 6 existe un &(¢;41) € (t;, ti1) tal que se cumple

(tip1 — t;)?

y(tivn) = y(t) + (tipn — 1)y () + y"(€(tir1)), (A.11)

2!
utilizando la definicién de tamano de paso h y la ecuacién diferencial del problema (A.1),
h2
y(tiva) = y(t:) + hf(ti, vi) + Ey”(f(tiﬂ))- (A.12)
El método de Euler establece aproximaciones ;.1 parat=0,1,..., N — 1 eliminando el

término de residuo de la ecuacion (A.12), por lo que el método resultante es

Yo = @,

A13
y1+1:yz+hf(tzayz)7 parai:oulw"’N_l' ( )
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Los métodos numéricos que solo requieren de los valores de un paso anterior t;,y; para
aproximar ;1 se denominan métodos de un paso.

Uno de los criterios para medir la precision de un esquema numérico consiste en medir la
diferencia entre la aproximacion dada por el esquema y la solucién de la ecuacion diferencial
en el paso que estd siendo aproximado [7]. En otras palabras, se mide cudnto falla la solucién
del problema de valor inicial en satisfacer el método de diferencias que se usa para obtener
las aproximaciones. Esta diferencia se conoce como error por truncamiento local.

Definicién A.0.4. El método de diferencias
Yo = &
yz+1:yz+h¢(tuyz)> Z.:Oa]-a"wN_la
tiene error por truncamiento local

y(tiv1) — (y(ti) + ho(ts, y(t:)))

h
(A.15)

(A.14)

Tz‘+1(h> =

para t;, t;r1 € [a,b).

Notese que este error es local ya que mide la precision del método en el paso especifico
para obtener y; 1 asumiendo que el valor dado por el esquema en el paso anterior fue exacto.

Por ejemplo, el método de Euler explicito tiene error por truncamiento local en el paso
detai+1,

Y(tiv1) — y(t)

Tip1(h) = 5 J(ts,y(t:))
_ y(tiy) — y(}fz‘) — hy'(t:) (A.16)
:gy@mﬂm i=0,1,...,N—1

Definicién A.0.5. Un método de diferencias de un paso con error por truncamiento 7;(h)
en el paso i se denomina consistente con la ecuacion diferencial que aprorima si

lim max |r;(h)| = 0. (A.17)

h—01<i<N

Definicién A.0.6. Un método de diferencias de un paso se demomina conwvergente con
respecto a la ecuacion diferencial que aprorima Si

lim max |y; —y(t;)] =0, (A.18)

h—0 1<i<N

donde y(t;) denota el valor exacto de la solucién de la ecuacion diferencial e y; es la aprozi-
macion obtenida por el método de diferencias en el paso i.
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Definicién A.0.7. Considere un método de diferencias de un paso de la forma

Yo = @,

A.19
Yit1 = Yi + ho(ti, vi, h), ( )

que aprozime la solucion del PVI (A.1). Este método se denomina estable si existe un
numero hy > 0 tal que ¢(t,y,h) es continua y satisface la condicion de Lipschitz en la
variable y con constante de Lipschitz L en el conjunto

D=A{(t,y,h)|a<t<b—oc0o<y<oo,0<h<hg}. (A.20)

La estabilidad de un esquema numérico es algo andlogo al concepto de buena definicion de
un PVI, se busca determinar si pequenos cambios en las condiciones iniciales para el método
numérico producen correspondientes pequenos cambios en aproximaciones subsecuentes [7].

Teorema 7. Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer. Un esquema de diferencias
finitas consistente para una ecuacion diferencial parcial para el cual el problema del valor
inicial estd bien definido es convergente si y solo si es estable [45].



7

Apéndice B

Equivalencia de perspectivas del
Espacio Tangente

En este apéndice ofrecemos, para comodidad del lector, una prueba del Teorema 1, que
da una equivalencia entre dos perspectivas del concepto de espacio tangente. Ademéds, como
ingrediente de la propia prueba, introducimos una forma estandar de obtener una base de
dicho espacio, concepto que fue utilizado en la discusién del fibrado tangente. Todo lo que
discutiremos aqui es contenido estandar de cualquier texto sobre variedades diferenciables,
como los trabajos de Lee [32], Warner [50] y Tu [47], los cuales el lector puede consultar si
desea profundizar en estos temas.

La estrategia consiste en establecer primero ciertas propiedades del espacio D,(M), y
finalmente establecer una biyeccion de este espacio con el espacio V,(M).

Proposicién 2. Una derivacion D € Dy(M) satisface
1. Para cualquier funcion constante ¢, D(c) = 0.

2. Para dos funciones f,g € C*°(M) que coinciden en un entorno de p, se tiene

Ademds, existe un isomorfismo R* — D,(R") dado por v — D,, donde D,: C*(R") — R
estd dado por la derivada direccional, es decir,

Dy(f) = 0,(f)(p)-
Demostracion. En efecto
1. Primero, para ¢ = 1, observamos que
D(1)=D(1-1)=D(1)+ D(1) =2D(1) = D(1) = 0.

Ahora, para un ¢ arbitrario, notamos que D(c¢) = ¢D(1) = 0.
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2. Notemos que por linealidad basta mostrar que si h € C°°(M) es tal que se anula en un
entorno W de p, entonces D(h) = 0. Para ello, sea n: M — R una funcién diferenciable
tal que es distinta de cero solo en un entorno abierto W’ de p tal que su clausura, W,
es subconjunto de W. De esa forma, tenemos que hn = 0, y por lo tanto

0= D(hn) = D(h)n(p) + h(p)D(n) = D(h)n(p) = D(h) = 0.

Para probar la afirmacién final, primero notemos que dado v € R", el mapa
Dy: C=(R") = R; f = 0u(f)(p),

es efectivamente una derivacion en p, pues la derivada direccional es lineal y satisface la regla
de Leibniz. Observemos entonces que la asignacion v — D, es lineal, pues

D(au+bv)(f) = a(aqubv)f(p) = aauf(p) + bavf<p> = (aDu + bDv)(f)7

y siendo f arbitrario, concluimos la linealidad.
Mostremos que el mapa v — D, es inyectivo. En efecto, si D, es el mapa nulo, entonces
para cualquier funcién f: R™ — R tendremos

0=0,(f)(p) = Jr(p)(v),

siendo Jy(p) la matriz jacobiana de f. Como la igualdad es valida para cualquier f, conclui-
mos que v = 0.

Finalmente, debemos mostrar que el mapa v — D, es sobreyectivo. Para ello, sea D un
elemento arbitrario de D,(R"™), y f: R* — R una funcién diferenciable cualquiera. Por el
Teorema de Taylor con resto, tenemos, en algiin entorno de p:

£le) = 10) + 3~ p)ai(a),

para ciertas funciones diferenciables g;(z) tales que g;(p) = gg{i (p).

Aplicando D a ambos miembros de esta igualdad, y usando el resultado del item 1),
obtenemos

Df = ZDxigi(p) = ZDSBZ%(]?)

Por otro lado, observamos que tomando v = ), Da'e;, siendo e; el i-ésimo vector candnico
de R"™, obtenemos
of

Dulf) = 0uf(p) = 3_ D' 5 (p),

en donde en la segunda igualdad utilizamos el hecho de que la derivada direccional de f en
direccién v es el producto escalar del gradiente de f con v. Como f es arbitrario concluimos
que D, = D, lo que concluye la prueba. O
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Dadas dos variedades diferenciables, M y N, consideremos un mapa diferenciable F': M —
N, esto es, un mapa tal que 1) o F'o ¢! es diferenciable para cualesquiera cartas ¢ y 1 de
M y N, respectivamente, que permitan la composicién indicada. El diferencial de F' en un
punto p € M se define como el mapa lineal

dF|,: Dp(M) = Dpp)(N); D — dF|,(D) tal que dF|,(D)(f) = D(f o F),

para cualquier f € C®(N).

Tanto el hecho de que dF|,(D) es una derivacién en F(p) de C*°(N), como el hecho de
que dF), es lineal, siguen del hecho que D es una derivacién (y por lo tanto lineal).

Una de las propiedades importantes del diferencial es que obedece la regla de la cadena.
Precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3. Sean F: M — N y G: N — P mapas diferenciables entre variedades.
Dados p € M yq= F(p) € N, vale la igualdad

d(G o F)|, = dGlq o dF]p.

Demostracion. Observemos antes que nada que el mapa G o F' es diferenciable. La validez
de la regla de la cadena es una consecuencia directa de la definicién, en efecto:

[dGly o dF|,)(D)(f) = dGo(dF|,(D))(f) = dF|,(D)(f 0 G)

(B.1)
— D(foGoF)=d(G o F),(D)/)
Como f € C*(P)y D € D,(M) son arbitrarios, se concluye la igualdad afirmada. O

Un corolario importante de la regla de la cadena es que el diferencial de un difeomorfismo
es un isomorfismo de espacios vectoriales. Concretamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4. Sea F': M — N un difeomorfismo (biyeccion diferenciable con inversa
G: N — M diferenciable). Entonces, para cualquier p € M, el mapa

dF|,: Dp(M) = Drg)(N),
es un isomorfismo lineal.

Demostracion. En efecto, observemos primero que el diferencial del mapa identidad es el
mapa identidad, esto es, si I: M — M es la identidad, entonces dI,: D,(M) — D,(M) es
la identidad. Con esa observacion, notamos ahora que, gracias a la regla de la cadena, valen

I, =d(G o F)|, = dG|p o dF|,

(B.2)
Ip@p) = d(F o G)|p@p) = dF|, 0 dG|p).

Estas dos igualdades implican que los mapas lineales dF'|, y dG|p(,) son inversas una de la
otra. En particular, dF|, es un isomorfismo lineal. O
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Un caso particular importante de la Proposicién 4 es que las cartas en una variedad
diferenciable M establecen, mediante su diferencial, un isomorfismo entre los espacios D, (M)
y R". Pero antes necesitamos establecer el caracter local del espacio D, (M), esto es, que sélo
depende de un entorno del punto p, como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicion 5. Sea M una variedad diferenciable y U C M un abierto. Dado p € U, los
espacios vectoriales D,(U) y D,(M) son isomorfos.

Demostracion. La idea esencialmente consiste en notar que las funciones f € C'*°(M) pueden
restringirse a funciones f|y € C*(U), y que las funciones g € C*°(U) pueden extenderse a
funciones g € C*°(M), y observar que las derivaciones tienen caracter local, como lo muestra
el item 2) de la Proposicién 2. Pasemos a los detalles.

Sea t: U — M el mapa de inclusién. El objetivo es establecer que su diferencial de,: D,(U) —
D,(M) es un isomorfismo, para cualquier p € U.

Para probar inyectividad, considere un elemento Dy € D,(U) tal que di,(Dy) = 0. Esto
significa que para cualquier f € C*°(M), se tiene

dulp(Du)(f) = 0.

Sea entonces g € C°(U), y consideremos una extensiéon g € C°°(M). Notemos que la
extensiéon cumple got = |y = g, y por lo tanto

Dy(g) = Dy(g o) = dif,(Dy)(g) = 0.

Como g € C*°(U) es arbitrario, concluimos que Dy = 0.
Para probar sobreyectividad, sea D € D, (M). Consideremos el mapa Dy: C*(U) — R
dado por

Dy(g) = D(9),

siendo g € C'*°(M) una extensién de g (i.e., g = got). Si g fuese otra extensién de g, notamos
que ¢ y g coinciden en un entorno de p, y por lo tanto D(g) = D(g), segun el item 2) de la
Proposicién 2. Asi, el mapa Dy esta bien definido. Ademas, es simple ver que de hecho es una
derivacién de C*°(U). Afirmamos que di|,(Dy) = D. En efecto, dado cualquier f € C*(M),
tenemos:

dul,(Du)(f) = Du(f o) = D(f),

pues f es una extensiéon de f o ¢. Esto concluye la demostracion. [

Ahora tenemos todas las herramientas para concluir que D, (M) es isomorfo a R™. Con-
cretamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 6. Dada una variedad diferenciable M de dimension n, para cada p € M,
D, (M) es un espacio vectorial de dimensién n. Mds ain, si o = (z',2%,...,2") es una carta
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centrada en p (i.e., p(p) =0), y{e;}, coni=1,...,n es la base candnica de R™, entonces

el conjunto
0
ox’

Demostracion. Recordemos que ¢: U — V es un difeomorfismo sobre su imagen V = o(U),
y por lo tanto, segin la Proposicién 4, dy|,: D,(U) — Dy(V') es un isomorfismo. Por otro
lado, segin la Proposicion 5, D,(U) es isomorfo a D,(M), y Dy(V') es isomorfo a Dy(R™), el
cual es finalmente isomorfo a R", de acuerdo con la Proposicion 2.

Usando estas identificaciones, podemos considerar el isomorfismo dy|,: D,(M) — R",
cuya inversa es d(p~!)]o. Como los isomorfismos lineales transforman bases en bases, con-

cluimos que el conjunto
0
- =d -1 i
{895’ (™ )loe } )

es una base de D,(M), como queriamos. O

= d(sﬂ_l)bei} :

p

es una base de D,(M).

p

Finamente, definamos un mapa V,(M) — D,(M), mediante

(7] = D,; tal que D,(f) = (f 07)'(0).

Antes que nada, observemos que la condicién 5 ~ v es precisamente que $(0) = v(0) = p
y (fo)(0) = (fo~)(0), para cualquier f € C>°(M). Esto garantiza que el mapa [y] — D,
estd bien definido. Ademads, D, es una derivacion en p de C*°(M), pues es claramente lineal,
y ademas

D, (fg) =1(fg) o1 (0) = [(f o ¥)(g 0 7)]'(0)
= (fo)(0)g(p) + f(r)(go7)(0) (B.3)
= D,(f)g(p) + f(p) D, (9)-

El mapa [y] — D, es ciertamente inyectivo, pues [y] # [3] implica que

Dy (f) = (f27)'(0) # (f © 8)'(0) = Ds (),

para alguna funcién f € C*°(M), y por lo tanto D, # Dg.

Para concluir sobreyectividad, sea D € D,(M),y ¢ = (z',...,2"): U — R" una carta
centrada en p. Entonces podemos escribir D = ), ai%‘p, para algunos escalares a;. Consi-
deremos el vector v = Y a;e; € R™, y sea a(t) = tv. Definamos entonces () = ¢~ (a(t)).
Afirmamos que D, = D. Para ello, observemos primero que v: (—€,e) — U C M con
7(0) = p implica dv|o: Do(R) ~ R — D,(M). Aqui, el isomorfismo Dy(R) ~ R se realiza
mediante el mapa dado en la Proposicion 2, esto es, e; — 0;. Asi, tenemos

(dylo(ex))(f) = er(f o B) = (f © B)'(0).
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Por tanto, obtenemos
Dy (f) = (f 27)'(0) = (dvlo(er)) (f)-

Por otro lado, v = ¢! o a, y la regla de la cadena nos da dvy|o(e1) = d(o™)|o(dalo(er)).
Notemos que, bajo el isomorfismo v +— 9,, de la Proposicién 2, tenemos dag(e;) = o/(0) = v,
y por lo tanto

D5 (f) = (dylo(e)(f) = (d(@) o) (v))(f) = (Z ai%

> (f) = D(f).

p

Asi, D, = D, como afirmamos.

De esta forma, al tener una biyeccién entre V,(M) y D,(M), podemos trasladar toda la
estructura de espacio vectorial de dimensién finita desde D,(M) para V,(M), o bien usar
los objetos geométricos de V,(M) para interpretar los objetos algebraicos de D,(M). La
sintesis de toda esta discusion, es identificar estos conjuntos, y denotarlos de forma unificada
mediante 7, M, al cual llamamos el espacio tangente a M en p.
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